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�������� ��� �� ����� ��� ����� 
� ������ ����� �� �� �������� �� ����������������
����� �� ������ ��� ���� �������� ���������

���� ������ �� ����� �� ���� ��� ���� �������� ��� ������ ��������� ����� �����������
���������������� ���� ������ �� ������� ���� ��� ������� ��� ��� ������ ������ ���
�� ����� ��� ����� ���� ��	����� �� ������ �� ������� ���� �� ����� �� �������

���� ������� ���������� ���������� ��� �� ����� �� �� ����� �� ���� ����
����� ������� ���� ��� ������ �� �� ����� ��� ��������� �� ��� �������� �

||�⃗�𝑃 � �⃗�𝑄|| ≤ ||�⃗�𝑃 ||� ||�⃗�𝑄||,

�� ��� ���� ����������� ������� ��� �������� ������� �� �� ����� �������� �� �� �����
���� �� ����� ��� �������� ��� �� ����� �� �������� ��� �� ��������� ����������� �
�� ��������� ��� �� ����� �� � ����� ������� ��� ������ ����������� �⃗�𝑃 � �⃗�𝑄 � �⃗�𝑄 � �⃗�𝑃 �
�� ������� ��� �� ����� ��� �������� ��� ��������� ��� �� ��� ������ �

����������������������������	���������������
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	�� ��������� ���� ���� �������� ������� � �� �����������

� ��������� ���� ���� �������� �⃗�𝑃 �������� �������� �� �⃗�𝑄 �������� ����� ���
����� ��� �� ������� ��� ��� ������ ��������� � ���������� ��� ���������� �

��⃗�𝑃𝑄 � �⃗�𝑄 − �⃗�𝑃 � �𝑥𝑄� 𝑦𝑄�− �𝑥𝑃 � 𝑦𝑃 � � �𝑥𝑄 − 𝑥𝑃 � 𝑦𝑄 − 𝑦𝑃 � . �
�

����������������� �� ��������� ��⃗�𝑃𝑄 ��� ����� ��������� ��� �� �������
��� ����� �� ���� � ���� �� ���� �� ����� ������ ��� �� ����� ��������

����������� ��� �� ��� ��� ���� �� ���� �� ������ �� ��������� ���� ��� ������
������� ���� ���� ��� �������������� � ��⃗�𝑃𝑄 � −��⃗�𝑄𝑃 �

�� ����� ���	���� ��� �� ������ ��� ������ �������� ���������������� ���

�⃗�𝑃 ���⃗�𝑃𝑄 � �⃗�𝑄

���� �� �������� �� ����� ��� ��� ���� ����� ���������� ��� ��⃗�𝑃𝑄 �� ��� ��
�������� ����������� ����� ���� ��������� �� �⃗�𝑃 ���� ������� �� �⃗�𝑄� �� ��� ��������� �� ��
���� �� ����������� �� ������� ���� ����������

� ��������� ����������� ���� ���� �������� ��⃗�𝑃𝑄 ��� ����� ��������

�� ����������� ���� � �� � �

������� � �� ��� �������� ���������� ��� ���������� �
� ��� �� ��������� ������������
� ���� �� ��⃗�𝑃𝑄 �������� ���� �� ���������� �� ���������� �� ��� � ���������� ���
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����� �� �⃗�𝑃 �� �⃗�𝑄� � ����� ||��⃗�𝑃𝑄||� ||�⃗�𝑃 || �� ||�⃗�𝑄|| ��� ����� ������� ��� ������� �����
������ ���

||��⃗�𝑃𝑄|| �
√︁

�𝑥𝑄 − 𝑥𝑃 �
 � �𝑦𝑄 − 𝑦𝑃 �
 ≥ ||�⃗�𝑄|| − ||�⃗�𝑃 ||. ���

	�� ���	�������

������ �� ������� ����� �� ����� �� ������ � ����
��������� ������ �� �������� ��������� �� �� ���	�������� ���
�������� ��� ������ �������� �� ���	������� ��� �
����
�������� ��� ��� ������ ��� �
�� ��������� ��� �� ���� ��������
�� ����� ����� ��� ���� �������� ��� ��� �������� ��
��������� ��� �� �����

� ���	������� ��� ��������� �� ����� �� �������� ��������� ��� ��
��������� ��� �� ������

� �� �� ���	������� ��� �� ���� ������� �� �������� ��� ��������� �����
� �� �� ���	������� ��� � ������� �� �������� ��� ���������� �����

���� ��������� ��� �

	� � ����� �� �� ���	������� ��� ��� �� ������� ���������� ��� �������� � ���� �����
���� �� ������������� ��� ������� �� ������� ���� ����� � �������� ���������
���� � ����������� �������� �� ���� �� �� ������ ����� ��� �� ���	������� �� �������
�� � ���� ���� � ����������� ��� �� �������� ���� ��� �� ������� � ����� ����

�� ������ �� ����� ��	������ ������������ �� ���� ��� ���� � �������� �����
����� ������� �� ������ �� �� ������� ��������� ��� ������� �� ���� �� �������
�� �� ���� �� ������� ��� �� ����� � ���	������� ��� ������� �� ���� ��� ������
����� ��� ������ ���� ������� �� ���	������� ����������� ��� ����� ��� ������� �� �
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����������� ��������� ��������� ����� ��������� ��� �� ����� ���������� � �����
��� �� ����������� �� �� ���	��������


� ���� � ����� ������ �� ���	������� �� �� ����� �� ����� ���� ����� ��������� ��
����� �� ����� �� ��� ������ ����� ��� ������� �� �� ������� ��� �� ����� ���
�������� ��� �� ����� �� �������� � � �������� ��������� � �� ���	������� ���
���� ��� �� ���� ���� ������� ��� �� ���� ������ �

	� ������� �� ����������� ��� � �������� ��������� �	��

��� � �������� ���������� �� �������� �� ���������� ��� ������ ��� �� ��������
�� ��������� �� ����� ��� �� �������� ���� �� ��� �� ����� 𝑥 �������� �� ���
�� ��������� 𝑦 ���� ����� ��� �� ���� �� ������� ������� ��� ����� �������� ��� ��
��������� 𝑥 �� ������ ��� ���� ����� �������� �� �������� ���� �� ��� �� ������� �

�⃗� � �𝑥� �� � 𝑥.

� ������� ������� ��� ���� � ����� ������� ����� �� ����� �� ��������� � �����
����������� �� �� ������� �� ������� ��� �� ����� ��� ������ �� ���� � �� ��������
�� ���� �� �� ������� ��� �� ������ ������� �

||�⃗�|| �
√︀

𝑥
 � 𝑦
 �
√
𝑥
 � |𝑥|.

���� �� ������� �� ���������
��� �������� �� � ����� �� ������ �� ���� �� �� �� �� � ��� �� �������� ��������

��� 𝑥� ��� �������� 𝑥𝑃 � ��� � ��������� �� ������ �� � �� � ��� �� �������� ��������
��� 𝑥� ��� �������� 𝑥𝑄 � −�. �� ����� ����������� ��� ��� �������� ��� |𝑥𝑃 | � ��
�� |𝑥𝑄| � ��

� �� ���������� �� ���� � �� ���� �� �� ����������� �� ����� ��� ������� �

�𝑥𝑃𝑄 � 𝑥𝑄 − 𝑥𝑃 � �−�− ���� � −��.
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�� �� ����� �� �������� �� �������� �� ���� � �� ���� �� �� ����������� ��� �������

�𝑥𝑄𝑃 � 𝑥𝑃 − 𝑥𝑄 � ����− �−� � ���.


� ��� �������� �� ��������� ���� � ���� ������ �� �������� �������� �� �������� ���
��� ������� �� � ��� ����� ��� � ���� ��� �������� ���� �� �������� ��� �� ��
������� � �� ���� �������� �� �� � ��� �� �������� �������� �� ���������

	�� ������� ��������� �� �����������

���������� � ����� ��� �� �������� �� ������ ���� ������� ������� �⃗�	 �� ������� 𝑡	
	������� �� ������� �⃗�
 �� � ��������� ����� 𝑡
�

���� ���� ��� ���� �� ��� ���������� 	��� ��� �� ������� ����������� ���� ���
������ 𝑡	 �� 𝑡
 ��� �� ��������� ���� �� ������� ���� �⃗�
 �� �� ������� �������
�⃗�	 �� �� ��������� �

��⃗� � �⃗�
 − �⃗�	. ���

������� ����

�� ������� ��������� �𝑠 ���� 𝑡	 �� 𝑡
 ��� �� �������

�� �� ���	������� ��������� ���� ��� ���� �������

������� � �� ������� ���������� ����� 𝑠 *� ��� �� ������� ��������� �������� � �������
��� �� �������� �
�

����� ������ ��� �� ����� ���������
�� ������� ��������� �� �����������
����	���� ��� �� ���� ������� �
�������� ��� ���� �� ���	������� ����
��������� ���� ���� ����� �� ������� �

��� ���������� �� ������� ��������
��� � ����� ���� ���� ������
���� ��� ���	���� ������ �� �� ���
����� ��� ����� �� �����������
���� ��� ���� ������ �

||��⃗�|| ≤ �𝑠. r2

Δ

P

r1

P

r12

Δs12

O

2

1

*� � ������ 𝑠 ��� ���� ������� � �������
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� ����� �� ���� �� ����������� ��� �� ������� ���� ��� ���������� ���� �� �������
������� �� ���� �� � ���� ��� ������ �� �������� ��������� ��� ������� �������� ���
���� �������� �� ������ �� ������ �� ���� �� �������� �� ����������� ��� ��� ����
��� �� ������� ����� ���� ��������� �

∙ ������� 
� ��� ������ ��� ���� ������������������ ��������� ������� ���� �����
�� �� ���	������� �� ������� ���� ���� �������� ���������� �� ����������� �� �� �������
��������� ���� ��� ���� ������

	�� ������� ��������� �� ����������� ��� � �������� ����
������

������� ����� ����� �� ��� �� �� �������� ��������� ��� � ��� ������ ��� 𝑥��
�� ���� � ����� �� ��������� ���� �� ����������� �� �� ������� ����� � ���������� ��
��� �������� � ������ �� �� ������� 𝑥𝑃 � 
�� �� ����� ����� �� �� ���� �� ��������
�������� ��� 𝑥� ���� �� ������ �� �� ���� �� �������� �������� ��� 𝑥� ���� ������� ��
�������� �� �� ������� 𝑥𝑄 � ��, �� ����� �������� �� ������� ������

�𝑠𝑃𝑄 � � � � � 	��

���� �� ����������� ���

�𝑥𝑃𝑄 � 𝑥𝑄 − 𝑥𝑃 � �− � � �
�.
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	�� ������

���������� �� ����� �𝑡 ���� ��� ������ 𝑡	 �� 𝑡
 ��� ����� ����� �𝑡 �
𝑡
 − 𝑡	 �� ��������� ������� � ������� ����� �� ����� �� �� ������� ���������� ��� ��
������� ��������� �� ���� ���� ��� ���	���� ��������� ��� �� ����� ������� ���	�����

∙ ������� �� � ���� ���� �� ������ �� 	�� �� �� ������ �� ������ �� 	�� 
��� ��������
�� ������ �� ������ � ������� ���� ���� ��������� �� ������� � ��������

∙ ������� �� � ����� ���������� ����� �� �������� ��������� ��� �������

� ������ ��� �������� 𝑥	 ���������������� � 𝑥
 ���������������� � 𝑥� ������������������ �

� ������� �� ����������� �� ������ ���� ��� ������ 𝑡	 �� 𝑡� � �𝑥	� ���������������� �

� ������ ��� 𝑡	 � 	𝑠 �� 𝑡� � 	𝑠� �������� �� ������ �𝑡	� � �����������������������

� �������� �� ������� �𝑥	�

�𝑡	�
� ................ �
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 �������

���� �������� �	�� � 	��
�� �� ��������
��� ����� ������ ��������� ������� � �� ����
����� ����� ����� �� ��������� �������� ���
�� ������� �� �������� ��� �������� � �����
������ �� ������� �������� �� ������� �
������ � ������� �� ������� ��������� ��
�� ������ �������������


�	 ������� ����������� ������ �⃗�𝑚

� ������� ����������� �� ������� �� ����������� ����� �⃗�𝑚

���� ��� ������ 𝑡	 �� 𝑡
 ��� �� ������� ���� �� �������

����������� ���� ��� ���� ������ �� �� ������ ������������ �

�⃗�𝑚 �
��⃗�

�𝑡
�

�⃗�
 − �⃗�	
𝑡
 − 𝑡	

. ��

���� �������� ��� �⃗�𝑚 ��� � ������� �� ��� ���������� �� ��� �� ��������� ������
������� ���� ��� ��� ��� ����� ���������� ������� �� ������� ������� ����� �

	� �� �������� �� �⃗�𝑚 ��� ������ �� �� �������� �� ��⃗� �


� �� ��� �� �⃗�𝑚 ��� ����� �� ��� �� ��⃗� �

�� ���������� �� �⃗�𝑚 ��� ������ �� ���������� �� ����������� �������� ��� �� ������ �

||�⃗�𝑚|| �
||��⃗�||
�𝑡

. ���

������ �
 �� ���������� �� �� ������� ����� ���� ��� �� ������ ��� ������� ���� ����
�� 
��������� ��� ������ 
���� ��� ����� ���������
��� � �������� � ���� ��������� �� ������� ����������� ����� ���������
��� ��� ���������� �

�⃗�𝑚 �
��⃗�

�𝑡
�

(︂
�𝑥

�𝑡
�
�𝑦

�𝑡

)︂
� �𝑣𝑥� 𝑣𝑦� .
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�
 ������� �������� ������ 𝑣𝑚

� ������� �������� ����� 𝑣𝑚 ���� ��� ������ 𝑡	 �� 𝑡


��� �� ������� ���� �� ������� ��������� ���� ��� ���� ������

�� �� ������ ������������ �

𝑣𝑚 �
�𝑠

�𝑡
�

𝑠
 − 𝑠	
𝑡
 − 𝑡	

. ���

����������� �� �⃗�𝑚� 𝑣𝑚 ��� �� ������� �������� ���� � ������� ��������
� ��� ��� �� �
� �� ���������� ��� ���� ����������� �������� ����������� �� �� �������
��������� ��� ����� �� ����� ��� �� ������� ������������ �� ��� ��������� ��
���������

������� � ��� �� ������ ������ ����������� �������� ������ ��� ���������
�� ������� ������������ ���� ������� �� �������� �������� ������� ��� �� ������
�� �������� ������ ������ �������� ����������� ������� �� ������� ���� ����������
������ ���� ��� ��� �������� �� ��� ��������� ���� ����� ��� ��� ��������� �� �� �������
����������� � �� ���� ��� ��������� �� �������� �� �� ����

∙ ������� � � ����� � �������� ������ �� ���	������� ������� ��� �� ������
��� ����������� ��� �� ����� ������ ��������� �� ������� 	 �� ↔ 
��� ��� ������� ��
������������� �� �� ����� ����� �� �� ������� �⃗�	 �� ����� 𝑡	 � �, � � �� �� ������� �⃗�
 ��
����� 𝑡
 � 
,  �.

�� ������ �� ����������� ��
����� ���� 𝑡	 �� 𝑡
� ��⃗�	
�
���� ���������� �� �����

�� �������� ���������� �� ��
������� ����������� �����
||�⃗�𝑚	
|| ���� 𝑡	 �� 𝑡
�

�� ����������� �� �������
�⃗�𝑚	
 ��������� ���������� �� ���
����� 	 �� ↔ 
�/ ���

�� � ������ ��� �𝑠	
 �
	�� �������� �� ������� ����
����� ����� 𝑣𝑚	
�

	�



��������� �������� 


∙ ������� �� �� ���� ������ ���� �� ������� �������� ������� �� � 
�/ ��
������ ��� �� ������� ��������� � �� ����� �
������ ��� �� ������� ��������� � ���� ������ �� ���� ������ �
������ ��� �� ������� ��������� ������ ������ �


�� �⃗�𝑚 �� 𝑣𝑚 ��� �� �������� ���������

��� � �������� ��������� �� ������� ������� ����� ��� ���� ��� �� ������
��� ��� �� ����� �� �� ��������� 𝑥 �������� ��� �� � ��� �� ��������� 𝑦� �

�⃗�𝑚 �
𝑥
 − 𝑥	

𝑡
 − 𝑡	
� 𝑣𝑥. ���

� ����� ����������� �� �� ������� ����� �� ������� ��� �� ����� ��� ��� � ���
�� ��� � �� ��� �� ����� ��� ����� �� ������������ ������� ���� ��� ��� �� ��� ������� ��
����� ��� 𝑥� ������� ���������

��� ��������� �� ������� �������� ����� ��� � ����� ���	���� �������� ��� ��
������� ��������� ��� ���	���� �������� �� 𝑣𝑚 � �𝑠/�𝑡 � ��� ��� ������������ ���
�� ��� �� �������� ���� 	���� ��� �� ������� ��������� ��� ������� �� ������ �� ����
��� �� �� �������� ��� ��� �� ��� ������� �� ����� 𝑥 �� ���� �� � ��� �� �������� ��
��� ��𝑥 � �𝑠�� ����� �⃗�𝑚 ≡ 𝑣𝑚.

∙ ������� �� � ������ ���� �� �� ������� 𝑥� � −�, �� �� ������� 𝑡� � � �� �� ������
�� ������� 𝑥	 � 	�, �� �� 𝑡	 � �, � �� ���� �� ������� 𝑥
 � �, �� �� 𝑡
 � �, � �.

�������� �

�� �⃗�𝑚�	 �� 𝑣𝑚�	 ���� 𝑡� �� 𝑡	 �

�� �⃗�𝑚	
 �� 𝑣𝑚	
 ���� 𝑡	 �� 𝑡
 �

�� �⃗�𝑚�
 �� 𝑣𝑚�
 ���� 𝑡� �� 𝑡
�

�� �������� �⃗�𝑚�
 ̸� 𝑣𝑚�
 �


�



��������� �������� 



�� ������� ���������

� ������� ������ ������� ���� ����������� �� ��������� � ��� ����� ���������
�������� ��� �� �������� ���� ���� ������� ��� �������� �� ������� �������� �����
���� ������� ��� �������� �� ������� �
� 
� � �, � ������ ���

𝑣𝑚 �
�
� 
�

��
� ��


�

�
.

������� ��� � ������ ��� ������ �� �� ������� � ������ ���� �� ���� �������
����� �� ���	��� �� ���� ����� ��������� �� �� ���� � ������� �� � ������ ������

∙ ������� � ���� �� ������ ������������� ��� ������� ����� �� ������ ��� ��� ����������
� �������� ��������� �� �������� �� ������� �������� ����� ���� ���� ������� ����
������ ��������� � � ������ �� ������� ���� ��� ���� �������� �� � ������ �� ������ ��
���	��� �� ��� ����� �� ���������� �� �� ��������� � ��������� �� ������ �� ������� �� 	�� 
�/ ��
���� ��� �� ������� �������� �� �� �������� �

���������� � ��	�� ��� �� ������� ����������� ������ �������� ���� ��� �������
����������� ���� ��� �������� �� ��� ��������� ���������� �� ������� ����������� �� �
����� �������� ��� ������� ������� 𝑡	 ��� �� �������� �� �� ����� ����������� ���
����� ������� � ����� 𝑡
 ����� ������ �� 𝑡	� �� ������� ��� ���� ����� ������ ����
������ ��� �𝑡 � 𝑡
 − 𝑡	� �� ��������� �� �� ������� ����������� ����� � ����� ���� �
� ��� �� �������� ��� ������ � ��� �� ��������� ����� ��������� ��� ��� ���������
�� ����� ����� ������ �� ������� ����������� ����� ���� 𝑡	 �� 𝑡
 ��� �� ������ �� ��
������� ����������� �� ������� 𝑡	 �

�⃗�	 ∼�
��⃗�	

�𝑡	


.

�������� ���� ���� �������� �� ������� ��������� ��� ����� �� �������� ��


	



��������� �������� 


����� ��� ��� �� �������� ����� ������ ��� ��������� �� ����� ��� ���������
��� ���� �������� �� �� ������� � �� �������� ����� �� ����� ���� ��
������ ���� ������� �� ����� �������� �� ����� ��� �� �������� ���� ��
������ 𝑑 �� �� ����� �� � �

�⃗�𝑖𝑛𝑠𝑡 �
𝑑�⃗�

𝑑𝑡
. ���

� ������� ��������� ���� ��������� ��� �� ������� � � ���� �� �� �

����� ��� ������� �� �� ���	�������� ����� �� ������� �����������

������������ ��� �� ������ ������ �� �� ���	��������

�� ������� �������� �� ������� �������� ��������� ��� ����� ���

𝑣𝑖𝑛𝑠𝑡 �
𝑑 �

𝑑𝑡
. �	��

���� ��� ������������ ����� ������� ��� ������
���������� ��� 𝑑𝑠 ≃ ||𝑑�⃗�||, ��� �� ������� ��������
��������� �� ���������� �� �� ������� �����������
��������� ��������� �

𝑣𝑖𝑛𝑠𝑡 �
𝑑 �

𝑑𝑡
≃ ||𝑑�⃗�||

𝑑𝑡
� ||�⃗�𝑖𝑛𝑠𝑡||. �		�







��������� �������� 



� � �������� ������� ���� �� �� �������� ���������
����

���� ��������� � �������� ������� ���� ����� ���� ���������

��� �� ������� �������� ��������� ��� ���������� �� �� �������

������������ ����� ������� ��� �� ����� �

𝑣𝑖𝑛𝑠𝑡 � ||�⃗�𝑖𝑛𝑠𝑡|| � 𝑣 � �������

���� ��������� ��� ���� � �������� ������� �� ������ �� �� ������� ��������
����� ��� �� ����� ���� �������� ������ ������ �𝑡 �

𝑣𝑚 �
�𝑠

�𝑡
� 𝑣𝑖𝑛𝑠𝑡 � ������� � 𝑣. �	
�

� ������ �������� ��� �������� ������� ����� ��� ������� �������� � �������� ���� �
��� � ��� �� ������� ��������� �� �� ������ ��� ��� �������� ��������������� ��
�� ������� �� ��������������� ��� 𝑣�

���� ��������� ���� �� ������� ���������� ��� � ��� �� ������� ��������� ���� ���
������ �� �� ���� �� ����������� � �𝑠 ̸� ||��⃗�|| ���� ����� �� ���������� 	���� ���
���������� �� ����� ���������

𝑣𝑚 ̸� ||�⃗�𝑚||.

������� ����� ��� �������� ���

� �������� ��� ��������� ���� �� �� ���	������� ��� �� ����

������� ��� �� �� �������� �� �� ������� ����������� �� ����� ��� ��������

����� ��� � �� �� ������� ����������� ���� ������ �� ��������� ���� � ����� ���
����������� �� ��������� ��� � ��� ���������� �� �� ������� ����������� ���� �������
���� �� �������� ����� �� ������


�



��������� �������� 


∙ ������� � ���� �� ������ ������������� � �������� ���� ��� �� ������ ��
������ ��� �� ����� ������ ������ ���� � ������ �� �� ������� �������� �������
𝑣𝑎 � �, �� 
�/ �� ���� �� ������� �� ������� ��������� �������� ��� �� 𝑣𝑟 � , �� 
�/ ��

�� ���� ��� �� ���� �� �������� �� ������� � �� ����� �� ������ �

�� ������ �� ����� ���� �� ������ �� ������� �

�� ������ ��� �� ������� �������� ����� ���� �������������� �
������ ��� ����� ������ ��� �� ����� ���� �������� �� ����� ������������� ���� 𝑣𝑎 ��
𝑣𝑟 � �������� �

�� ����������� ���������� ��� ���������� ���������� �� ���������� �� �� ������� �� ��������
𝑣 �� �� �� ������� ��������� ��� �� �������� 𝑠 � ������ �� ����� �

v
[km/h]

1,0

1,0 t [h]

s
[km]

1,0

1,0 t [h]


�



��������� �������� 



�� ��������� ���� ���� �������� ������� � �� ������� ��������


������ ���� �������� � �� �� ����� � �������� ��� � ������������ ����
��� ���� ������� �⃗�𝐴 �� �⃗�𝐵 ����� �������� ���������� ����������� �� ����� 𝑡 ��� ��
�������������

� ������� �� ����� � �������� �� ����� �� �⃗�𝐵/𝐴� ��� �� ������� �����������

���� �������� �� ����� � ���� �� ��������� �� ����� � �� ��� ����� ���

�⃗�𝐵/𝐴 � �⃗�𝐵 − �⃗�𝐴. �	��

� ��������� �	�� ��� ������������ �� �� ������ ��� ���������� ������������� �� �� �����
������� ��� ��� ������� �� ���� �� ��������� ���� ���� ������������ �����������
	���� � ������� �� ������� ��� ����� �� ����� �� ������� �⃗�𝐴 �� ����� �� ������� �⃗�𝐵 ���������
��� �������� ���� �������� � ������

∙ ������� 	� ���� �� ������ ������������� ���� �������� �� ������ �� ������� �������
��� ������� �� ���� ���� �� ����� �������� �� � 
�/ �� ���� �� ��� �������� ����� �
����� �� �� �������� �� ������� �� ������� �������� ���� �� ���� �������� ��� ������� ��
��������

∙ ������� 		 ���� �� ������ ������������� �� ������� �������� � ��� � ��������
��� ���� �� ������� ����������� ���������� �� 
�/ �� ����������������� �� ���� ���
��� ������ � �������� ������ � �������� ����� ���� �� ������� ����������� �� 
�� 
�/ �
������ ������� �� �������� �� ����������� ��� �������� ������������ �� �� ������� �� ��
����� ���� ������ ������� ����������� �� ������� ��������� ���������� �� ���� �






��������� �������� 



�� ������� ������� �� ��������� �������

���������� �� ���� ��� ���� ���� � �������� ��������� ���� ��� ������� ��
���� ���� ���������� �� ���������� ���� � �������� ��������� ���� �� ���� ���� ������ ��
���	������� ��� �� ���� ������ �� ����� ����� 𝑥 ��� �� �������� �� �� ���	�������� ��
����� �������� �� �������� ��� ����������� �� �� ������� ������� ���������� ���
����� ��������� ��� �� ��������� ������� ��� ������� �� � ���� �� ���������� ������
��������� 𝑂� � 𝑥. ������ ��� ��������� �� ����������� �𝑡� � �� �� ���� �������� ��
������� ���� ��������� 𝑥�� ������� ��� ������� 𝑥	 �� ������� �� ���� �����������
�� ������� 𝑡	� 𝑥
 �� ������� �� ���� ����������� �� ������� 𝑡
� �� ���� �� ������ �
�������� ����� �� ������� �� ���� ����� � ������ �� ������

��������� ������� ��� �� ������ ������������� ��� ��� �� ������� ���
������ �� ������ ����� 𝑡� ��� �� ��� �� �������� ��������� �� ����� ����������
������� ��� ����� �������� ��� �� ��������� �������� �� ��������� 𝑥 � 𝑥�𝑡� �
𝑓�𝑡� � ������ �� ������� ���������� 𝑡�

� ��������� ������� ��� �� ��������� �� ����� ������ � �� ���������� ��
������� �� ������ � ������ �� ������ ��� �� ��� ��� �������� ���������
���������� ������� 𝑥�𝑡� �� ��������� ������� ��� �� ��������� ��������� ��� ��� �����
�� ���������� �𝑡, 𝑥�𝑡��� �� ���������� �������� ��� ����� ���������� ���� ������ ����
������������ ��� ������������� ��� ������ ��� �� ����� ������� ��� ������������ ���
���������� �������� �� ���� ����� ��� �� �������� �������������

� ���� ����� ����� �� 	
� 
�/ � �� ��������� �����
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 ������ ������ �� ������� ����� ����
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� ���� ����� � �� ������� ���� �� ������� �������

���� ��� ��� ������� �� 
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∙ ������� 	
 ���� ����� ������ ������������� ���� ����� ��� ���� ��������� ������
����� �������� ��� �������� ��������� ����������� ��� ����� ���������� 𝑡� � � �, �	 �
	 �, �
 � 
 �, �� � � ��
�� ����� �� ��������� �� 𝑥 � ������ �� 𝑡 ��� ��������� ���������
�� �������� ��� �� �������� ������� �� ������� �� ������ �� ����� �� ����� � 𝑥�𝑡� � ...

�

xO

x0

1 [m]-1

x1 x2 x3
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1 [m]-1
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�� �������� ��������� ������� �����

�� �������� ��������� ������� ��� � �������� ��� �� �������

����������� � ����� ��� ���� �� ����� �

�� ��������� �� �������� �� �� ��� ������ ��������

�������� �������� �� ��� ��� �
� � ���� �������� ��� ��� ����� ������� �� ������� ������� �
� �� ���� �������� ��� �� ���� ����� �
� �� �������� �� ���������� ���� ���� ����� ��� �� ���� ��� �� ���� ����� �
� �� �� �� ���������� ���� ���� ����� ��� � ������ ���������

�� �� ��������� �� �������� ���� � ���� ����� �� ������� ��������� ��� ������ �� �� �������
����� �� ������ ����� �

�⃗�𝑚 � �⃗�𝑖𝑛𝑠𝑡 � �⃗� � �������.

� ���������� ����� ��� 𝑥 ��� �� ����� �������� ��� �� �������� ���� �� �����
����� 𝑦�� ��� ������ ������� ���������� ��� �� ���������� 
�	 ���� �� ������� �����������
����� ��� �� �� �

�𝑥

�𝑡
� 𝑣𝑥 � 𝑣 � �������, �	��

�� ������ �������� �� ��������� ���� �� ��� �� �� ������� ��� ������� �� ����� �� ������
����� �������� �������� ��� ��� ��� �� ����� �������� ��� ������������ ������ �����
��� ������� �������� � �������� ����� �� ����������� �� �� ������ ��� ��� ���������
�������������� �� �� ������� ��� �� ������� �� ����������������

������� � ������ �� �����

���� ��������� ������� ���������� �� �� ������� � ������ �� ����� 𝑥�𝑡� ���� ��
��������� � �������� �� ������ ������� �� 𝑣 �� �� ������� �� ����� �� �����
������ 𝑥�� ��� ������ ������� ���������� �	�� �����

𝑥�𝑡�− 𝑥�

𝑡− 𝑡�
� 𝑣

⇐⇒ 𝑥�𝑡�− 𝑥� � 𝑣 · �𝑡− 𝑡��

⇐⇒ 𝑥�𝑡� � 𝑣 · �𝑡− 𝑡�� � 𝑥�,

��� � ���� �� ������ 𝑡− 𝑡� � �𝑡�
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𝑥�𝑡� � 𝑥� � 𝑣 · �𝑡− 𝑡��. �	�

��������� �	� ��� ���������� ������� �� ��� � �� ������ ���� ������ ��� ������� ����
��� �� ������� 𝑥 ���� ����� ��������� �������� ���������� ����� ���� �� ����� 𝑡 ���� ���
�������� �������� ������������ ������������� � ������� ���������� �������������
������������ ��� �� ������ ���� ���� ������ �� 𝑣 �� ������� �� ����� 𝑡� ������ ��
𝑥�

*� ����� ������� �� ������ ���������� �� ������� �� ��������������� ���� ��
����������� �� �� ������

t t0

0x

[m]x

xΔ

Δt

[s]

pente = v = 

ordonnée 
au temps t0

xΔ
Δt

������ 	 � ��������� ������� ��� �� ������ 𝑥�𝑡�� ��� �� ��� ��� �� ��� ��� 𝑣 > �� ���� �� ����
���� ����� ����� ��������� �� �� ������� ������ ���� �� ������

��� �� ��������� �������� �� ���� ��� �� ������� ���� ������� �� ������� ��� ������
���� �� ���� �������� ��� �� ������� ����� ���� ��� ������� ���� ����� ��� ��
������� �� �������� ��� ����� � �� �� ���� ��� ������ �� ������� ��� ���� �� 𝑥�𝑡� ���
������ ���� �� ������ �� ��������� ������� ��� ��� � ����������

������� ����� ���� �� ��������� �� �� �������

�� ������� ���� ���������� ��� � �������� �� ������� ��������� ��� �� �� � ��� ��
��������������� ���� �� ����������� �� �� ������� ��� � ������ ��� �������� �� ����
�� ��������� ������� ���� ������ �������� �� ���� �� �� ���� ��� ����� ���� �����
�� ���������� ����� ��� ���� � �� � ��� �� ����� 
� ���� �������� ��� �� ���� ��
������ �� ��� ���� ����� ��� ����� �� ������ �� ������ 
� �� ��������

𝑣𝐴𝐶 �
�𝑥𝐴𝐶

�𝑡𝐴𝐶

�
𝐶𝐶 ′

𝐴𝐶 ′
> 𝑣𝐴𝐵 �

�𝑥𝐴𝐵

�𝑡𝐴𝐵

�
𝐵𝐵′

𝐴𝐵′

*� ������� � � �������������� � ������ 𝑦 �� �������� ��������� ���� ��������� �� 𝑥 ����� ���������� ���� ����������
�� � ������� �� ������ 𝑦�𝑥� � 𝑎𝑥 � 𝑏� 𝑎 ����� �� ���� �� 𝑏 ��������� �� ��������� 
�� ��� ��������� ����� �������� �
���������� 𝑥 → 𝑡 ���� ����������� 𝑦�𝑥� → 𝑥�𝑡� ���� ���������� 𝑎 → 𝑣 ������ �� 𝑏 → 𝑥� �������� �� ��������� � �� ������
����� ��� ��� ��������� �� �� ���������� �������� �� � ���� ��� ������� �� ����� �𝑥���
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tA tB tC
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C'B'

t0

Ax
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tA tB tC

tangente en B
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 � � ���� ���� ���� ����� �� �� � �� � �� �� ��������� �� �� ������� ����� ���� ���
���� ������ ���� �� ��������� ���� �� ��������� �� ���� �� ���� �� ���� �� ��������� �� �� �������
��������� �� ���� �� � ���� �� �� ������ �� ���� � ��� ������ ��� ��������� �� �� �������
��������� �� ���� ��

� ����� � ���� ��� �� ������ �� ���� � ���� ������ �� � ���� � ������ �� �������
���������

𝑣𝐴 �
𝑑𝑥

𝑑𝑡
,

���� 𝑑𝑥 �� 𝑑𝑡 ������������ ��� �������� �� ���� ��� ������� �� ���� � ���� ������
��� ��� �� ����� ��������� ����� �� ����� ����� �� ������� ����� ���� �� ����� �� ��
������ † � 𝑣𝐴 ��������� ��� �� �� ���� �� �� ������ �� �� ������ � ��

��� �� ����� 
� ��� �������� ��� �� ������� ��������� � � ��� ���� ������ ���
𝑣𝐴𝐵 �� ��� 𝑣𝐴𝐶 . � ����� � ���������� ������������� �� ���� ��� ������� �������
��� ����� �� � �� � ������ 
� ��������� �� ������� ��� ������ �������� �������
������� �𝑣𝐴 < 𝑣𝐵 < 𝑣𝐶� �� ��� ��� �� ������� ������� �������������� ���� � ��
� � 𝑣𝐴𝐶 ����� �� ������� ����� ���� � �� �� ���� ��� �������� ���� ����� ��� 𝑣𝐴 ��
���� ������ ��� 𝑣𝐶 �

������� � ������ �� �����

� ������� �� �� ������� ��� ����� ������� ��� �� ��������� �� �� ������� � ������
�� ����� � 𝑣�𝑡� � �������� � ������ ��������� ��� ��� ������� ���� ���� ��� ��
������ �� 𝑣 ��� ������ ����� ������ ��� �� ����� �� ����� ���� ��� �� ���������
�� �������� �� ����������� �𝑥 � 𝑣 · �𝑡 ��������� �� ������ �� �� ������� � ������� ��
������� �������� ��������� ��� �� �������

†� ����� ����������� �������� �� �������� �� ���� �� �� ������ ���� ������ � � ���� ���������� 𝑡� ���� �� ��
�� ����������� ���� �� ������ ���������� 𝑓�𝑡�� �� ������ ��� ��� �� ���� �� �� ������ � ������ ���� ���������
��������� �� ��� ����� 𝑓 ′�𝑡� � 𝑑𝑓/𝑑𝑡� ����� ��� ���� �������� �� ������� ��������� ��������� �� �� ��������� �� �� ������
������� �� ������ �����
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t t0

v [m/s]

[s]t

v

Δx = v ∙Δt

= constante

������ � � ��������� �� ������� ��� �� ���� ����� � ������� �� �� ������ ���������� �� �����������
���� 𝑡� �� 𝑡�

����������� ����� ���� �� ��������� �� �� �������

� ���� ��� ������ � ������� �� ��������� �� �� ������� ��������� �� �����������
��� �� ������� ������ ���� ��� �� ����������� ���������� �� ��� ���� ��� � ���������
�������������� �� ���� ��������� ����� ��� ������� �� ��������� �� �������� ��
������� �������� �� �� ����� � � ��� ����� � �������� ��� ��� ���� �� ��������� �����
����� �� ����������� ���� 𝑡� �� 𝑡 ���� ����� ��������� � ���������� ��� ��������� ��
�������� ���������� ������������ �� ��� �������� �������� ����������� ��� ��� ������� ��
����������� �� ����������� �𝑡� � 𝑡� �� � ������ ��� ����� �� ����� �� ��� ���������� �����

t t0

v [m/s]

[s]t

v(t)

t t0

v [m/s]

[s]t

v(t)

������ � � ��������� �� �� ������� � ������ �� ����� ���� � �������� �� ������� �������� �
����������� ���� 𝑡� �� 𝑡 ���� ����� ������� � ��������� ������ ��� ��������� �� ���� ����� �������

�� ������ �������� ���������� �� ����������� ��� ����� ������ ���� ������ � ��� ����
�� ������� �������������� �� �������� ��� �� ������ ������������� �� ��� ��������
�� ������������ �� ����������� ������� ��� ��� ��������� �� ������ � ����������
� ����� ��������� �� ��������� ��� �� ���� ��� ������� ��� ����� ������ ���� ���
�� ������� ������ ����� ����������� ����� ������� �� ����������� �� ������ ��� ������
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���� �� ��������� �� ���� � ���� �������� �� ����������� ������ ��� �� ������ ���
�� �� ����� �� ��������� ��� ���� ����� �� �� ������� �� ���� ���� ��� ���� ������
����� ���������� ������ �� �������� ������ � ������� �� �� ������� ����������� ��
����������� �������� �� ����� 𝑡 ‡�

� ��������� �� ��� ���	���� �������� �� �������� �� ����������� ����� �� ����
���� ������ �� ������ �� ��������� �� �� �������� � �������� ������ � ������� �� ����
������ �� 𝑣�𝑡�� ��������������� �� ��� ����� ���	���� �������� �������� �� ������� �� �
����� ����� �� ������ �� ��������� �� �� �������� � �������� �� ���� �� �� ���
���� �� ��������� �� 𝑥�𝑡� �� ��� ������ ��� ���� ����������� ��� ��������� �� ������
�� 𝑣�𝑡� �� 𝑥�𝑡� �� ����������� ��� ���������������� ����� ������ �� ��� �������������
������ ���� ��� ���� �������� �������������

�������������� ��� ���� �� ��� �� �������� ������� ����

���� ���� ���	�� ��������� �� ���������� 
� ���� ��� �� ��� ��� �������� ���
����� ���� ���� ��� ���������� � � �� ��������������� ���� �� ������� ���������
�𝑠 �� �� ������ �𝑡� � ���� ���������� �	� �� ������ ��� ������������� ������ ���� ��
��� ������ ����� �������������� �� �� � ���������� �� ����������� ��� �� �������
��������� �

𝑠�𝑡� � 𝑠� � 𝑣 ·�𝑡 �� 𝑣 �
�𝑠

�𝑡
� ������� �	��

��� 𝑣 ���� ��� �� ����� ��������� 𝑥 �� �� ������� ���� �� ������� �������� ��������
������� � ��� �� ��� 𝑠�𝑡� � ��� ��� ����� ��������� ��� �� ������� ��

������� ���� �������� ��� �� ������� ����� � ��������� �� ����� 𝑡 � ��� ������� ���
� ������ ��� ������ ���� ��� ����� �� �� ������� �� ������� �� ��������� �� �������
��� ��������� �� ����� 𝑣 ����� �� ��������� ���� ���� �������� ����� �������� �� ��
���� ����� ��������� ��� �� ��� �� �� �������� �� �� ���������

‡� ����� ���������� ��������� ���������� � �� ��� ���������� �� ������ ���������� 𝑓�𝑡�� �� ������ 𝐹 �𝑡� ��� ���
������ �� �� ������� � �������� ������ ��� ����� ������� �� ���������� ��������� ��������� �� 𝑓�𝑡�� �� ���������� 𝐹 ���
������� ���������� ��� ���� ����� ��� ������ ��� ��� ������ ����
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� �������������

���� �� ������� ��� ������ ����� �� ��������� �� �������� �� ��� ����� � ���
��� �� ������ ����� �� �������������� � ������������� ��� ����� ��� ������ �����
�� �������� �� �� ������� ��� ����� �� ������ �� �� �������� �� ������� ���
����� ������ ��������������� ����� �� ��������������� ��������� � ��������� �� ��
����� ������� ��� ���� �� ��������

��	 ������������� ����� �� ���������

�������������� ����� �⃗�𝑚 ���� ��� ������ 𝑡	 �� 𝑡
 ��� �� ������� ���

���������� �� �������� �� �� ������� ����������� ���� ��� ���� ������

�������� ��� �� ������ ������������ �

�⃗�𝑚 �
�⃗�
 − �⃗�	
𝑡
 − 𝑡	

�
��⃗�

�𝑡
. �	��

������ ��������� ���� ���������� �� ��������������� ��� �� ������ ��� ������ �� �������
��� �� ������� ��� �/ �
 �� � · �−
. �� � ����� �������� �� ������������� ����������
	�/ �
 ���� ������ ���� �� ������ ������� �� ������� ����������� ����� �� 	�/ ��

����� � �� ���� ��� ��� �� ������ �⃗�𝑚 ��� � �������� �� �� �������� �� ��
��� ��� ��� ������ ��� ���� �� �� �������� �� ������� ��⃗�� �� �������� ���
����� ��� ���������� ||��⃗�|| �������� ��� �� �������

�




��������� �������� �

������� � ��� �� ����� ������������ �� ������� ���� ������ ������� ��� ��
�������� ���� ���� � ������� �� �������� � ��� �� ��� �� � � ��� ��
������������� � ���� � � ����� �� �� ���� �
 ��� ����� � ��� ��������

∙ ������� 	�� �������� ���������� �� ��������������� ����� ���� 𝑡	 �� 𝑡
 ��� �� ��
�� �� ����� �� �� ���� �
� � ������ ��� �𝑡 � �, � � �� ��� ���������� ���� ���������� �� ��
������� ��� 	 �� ↔ 	��/ �.

�� �� ����� ������� ��� ��� ������ ���� ���� �� ������� ������������ �� ���������� ���
������ ������ ��������������� ��������� �� � ����� ������� 𝑡� � ��������
��������������� ����� ��� �� ������ ����� ������ ��� ��������� �� ����� ����
�� ��������� ��� ����� ������ ���� ������� ���� � ����� ����������� ���� �
��� �� ��������� � ��� �� �������� �� ��� �� ��� �

�⃗�𝑖𝑛𝑠𝑡�𝑡� �
𝑑�⃗�

𝑑𝑡
. �	��

��
 ������������� ��� �� �������� ���������

���� ���� �� ��� ���� �� ������� ��� ����� ��� �������� ��� �� �������� ��
��� �� ��������� �� �������� ��� ��������� �� �������� ��� �� ���� �� ����� ��������
��� �������� ������� ��� ��� ������� �������� ����� ������ ��� ��������� �� �� �����
�������� ��� �� ������� ��� �������� ��� �������� �� ��� ���������� �� ����� �����������

��� �� ��� ��� �� ������� ��� ����� � ����� ��� ��� �� ��������� ���� ���� �����
��� �� �������� �� ��� �� ��� ��� ������ �� ����� �������� � �������� ���������

��



��������� �������� �

������������

��� � �� ��������������� ���� ���� ������ 𝑡	 �� 𝑡
 ��� ����� ���

�� �������� �� �� ��������� 𝑥 �� �� ������� ���������

�������� ��� �� ������ ������������ �

�⃗� � 𝑎𝑥 �
𝑣𝑥
 − 𝑣𝑥	
𝑡
 − 𝑡	

. �	��

���� �� ������ ���	���� � ���
 � ��� � �������� ���������� �� ������������� ����
������� 	�/ �
 ������ ��� �� ������� ����� �� �������� �� 	�/ � �� ������ �������

������� ��� �� ��� ����������� ���� ��� �������� �� �������� ��������� �������������
�� �������� � ��������� ��� ��� ���������� �� ��� �� 𝑥� ������� �𝑥� ���� ���������������
�� �� ������� ������ �������� ����� ��� �� ����� ��� �� ��������� ������ � ��������
��������� 𝑥� 𝑣𝑥 � 𝑣� �� 𝑎𝑥 � 𝑎� ��� �������� ��� ��������� �� ����� ��� ��� �� �����
��� ��� ����� ��� 𝑥� ��������� ���������

∙ ������� 	�� �� ������� ������ �������� � �������� ��������� 	������� �� �������
���������� 	�� 
�/ � � 	� �� ������ � ����� �� ������������� ����� �

���� ����� ������� ������� ���� �������� �

	� ���� �� ������� ������� ���� �� ������ �� ������� ��������� ��� ����� �� �����
������� ������ ����� ������ ��� �� ����� �������� ��� ��� ������ ��� ��������
�� �������� ��� ������ �� ��� ���������� �� ����� �������

�� �� ���� � ������� ���������� ��� ���������� �� ��� �� ����� ����� ��
��� �� �� ������� �������� ��� �� ���� ��� ���� �� ������� ��������� � ����
��������
���� ����� 𝑡	 � 	 � �	 � �/ � �
 � � � �
 � ��/ �,
��������������� ����� ���

𝑎𝑚 �
𝑣
 − 𝑣	
𝑡
 − 𝑡	

�
�− 

�− 	
�

�

�
� �, 

�

�

> �.

��



��������� �������� �

��� �� ��� ��������������� ��� ��������� ��� �� ����� ��� ��� ����� 𝑥� 
� ������
��� �������� ��������� ������������


� ���� �� ������� ������ � ������ �� ������ �� ������� ��������� ��� ����� ��
����� ������ ������

� ���������� ����� ��� 𝑥 ��� �� ����� ��� ��� �� ������� �������� �� ����� �����
���� �� ������� ��������� ���� � ���������
��� ������� S 𝑡	 � � � �	 � 	��/ � �
 �  � �
 � ��/ �,

��������������� ����� ���

𝑎𝑚 �
𝑣
 − 𝑣	
𝑡
 − 𝑡	

�
�− 	�

− �
�

−�



� −


�

�

< �.

�������������� ��� ��������� �������� �� ��� �� ����� ��� 𝑥� � �������� ��
������� �������� ��� � �������� ��������� ������������ � �� �������������� ����
����� ��� ����� �� ������������� ���������

S� ��� ��� ������� ��� ����� �� ������ �������� ���� �� ������� ����� ���������� ���� �������� ���������
����� ��������� ���� � ��������� ��� ��� ����������

�



��������� �������� �

���� �������� ��� �������� ���� ������������ �� ���� �� �� �������� ��� �
�������� ���������

𝑎𝑚 > � ���� ���� ��� ��� �� ����� ��� ��� ����� ��� 𝑥�
𝑎𝑚 < � ���� ���� ��� �������� �� ����� ��� 𝑥�

∙ ������� 	� ���� ��� �� ���� �� ��������������� ��� �� ��� ��� ���������� �� �� �������
�������� ���� ����� ��� 𝑥 ��� ������ ������� �� �� �������� �� �� ������� �

��� ������� �� 𝑡	 � 	 � �	 � −�/ � �
 � � � �
 � −��/ �

∙ ������� 	�� �� ������� ����� ���� �� ������� ������� ���������� �� 
�/ �
�������� ���� ��������� ���������� ��� �� ������ � ��������� ����� �� ��� ��
������ �, � � �� ������� �� �� ������� ������ ���������� �� 	� 
�/ �� ������ ��� ���������������
����� �� �� ������� �

��



��������� �������� �

∙ ������� 	� ���� �� ������ ������������� � �� ��������� �� ��������� �����������
����������� �� ������� ��� ����� � �������� ��������� � ������ �� ������ ��������
��� �������� �������� �������� ���� 
 ������� �������������

	� ������ ��� ��������������� ���� � � �� 
 � � ������ ������ �������� ���������������
�� ������ �� ��������� �


� ��� ����� ���������� �� ����� �� ����� � �� ������������� �������� �

�� ��� ������� ������������ �� ����� ��������������� �� ����� ��� �������� � ������ ���
�� ������ �

�� ��� ����� ���������� �� ����� �� ����� � �� ������������� �������� �

� ��� ������� ������������ �� ����� ��������������� �� ����� ��� ������� � ������ ���
�� ������ �

�� ��� ������� ������������ �� ����� ��������������� �� ����� ��� ���� �

�� ���� �� ����� ������ �� �������� �

��



��������� �������� �

��� �������� ��������� ����������� ����������� ������

� �������� ��������� ����������� ����������� ���� ��������� ��� � ����
����� ��������� ���� �� ������������� ��������� ��������
���� ������ ��� ����� ���������� �� �� ������� �� �� ��������� ������ �� ���� �� �������
����������� ����������� �� �� ������� ����� �� ��������� ������� ��� ��� ���������� �� �����
�������� ������� � �� ������� ��� �⃗�𝑖𝑛𝑠𝑡 � ����� ��� ���� �� ����� ���� ��� ����
���� ���� ������� � �������� ��������� � ��������������� ���� ��� �� ��� �����
�� ����� �������� ��� �� ���	��������

��� �� ����������� ��� ��������� ������� ���������� ������� �� ����������
�� �� ������� � ������ �� ����� ���� �� ���� �� ��������� ����� �����
������ � ���������� ����� ��� 𝑥 ���� �� ����� �������� ��� �� ���	�������� ��� ����
��� ������� ��������������� ����� �� ����� ��������� ��� �� ����� ������ ��������
������� �

�⃗� � 𝑎𝑥 � 𝑎 � �������.

�� ����� ��� �������

� 𝑡� ������� ������� ������ ������ ����� �� ��
� 𝑥� �� ������� �� ������ �� ������� 𝑡�� �� �� �������� ���������
� 𝑣𝑥� � 𝑣� �� ������� �� �� ��������� �� ������� 𝑡�� �� �� �������� ���������
� 𝑡 � ����� �����������
� 𝑥�𝑡� �� ������� �� �� ��������� �� ������� 𝑡�
� 𝑣𝑥�𝑡� � 𝑣�𝑡� �� ������� �� �� ��������� �� ������� 𝑡�

���� ������ ���� ������� ���������� �� ��������������� �	��

𝑣�𝑡�− 𝑣�
𝑡− 𝑡�

� 𝑎 � �������, �
��

�� ��� ��� ������ �������� ��� ��� � ���� �� ������� ����� �� ��������� �������
���� ��� ���������� �� ����� ������� ���� ��� �� �������� �� �� ������� ��� �������
������� �� �� ������ �� ��� �� ������� �� ��������������� ��� 𝑎�

������� � ������ �� �����

���� ����� ������� ������� ���������� �� �� ������� � ������ �� ����� 𝑣�𝑡� ����
������� �� ������ ������������ ���� ���� �� ������ ¶�� �� ������ �� ���������� �
�� ���
�������� �

𝑣�𝑡�− 𝑣� � 𝑎 · �𝑡− 𝑡��

¶� ���� �������� ����� ������� �� ��������������� �� ������� ��� �� ������ �� ���� ������� ��� ���� ����� ��
������� �� ����������������� ��� �� ����� ��� ����������� �� �� ������� �� �� ���� ��� 𝑎�

��



��������� �������� �

⇐⇒ 𝑣�𝑡� � 𝑎 · �𝑡− 𝑡�� � 𝑣�,

��� � �������� 𝑡− 𝑡� � �𝑡

𝑣�𝑡� � 𝑣� � 𝑎 ·�𝑡. �
	�

��������� �
	� ��� �� ������ ���� �� ������� �� ����� � ������ �� ������ �
��������� ������� ���� ����� ������� �� ������ ���� ������� �� ����� 𝑡� ������ �� 𝑣�
�� ���� 𝑎�

0

t t
0

v

v(t)

v [m/s]

[s]t

pente = a =
vitesse 
au temps t0

vΔ

Δt

Δx = (v0 + v)∙Δt /2

Δt
vΔ

������  � ��������� �� �� ������� � ������ �� ����� ��� � ����� ����� � ������� �� �� ������
���������� �� ����������� ���� 𝑡� �� 𝑡�

������� � ������ �� �����

���� ��������� ������� ������� ���������� ������� 𝑥�𝑡� ���� �� ����� �����
��� ������ �� ��� �� �������� 
�� ���� �� ���� ��� ������ ���������� �� �����������
���� 𝑡� �� 𝑡 � �������� ������ �������������� � ������� �� ��������� �� 𝑣�𝑡� � �� ������ ���
�� �������� ��������� ��� �� ����� � �������� ��

� ������ �� �������� � ������� �� 𝑣� �� 𝑣� · �𝑡�� ����������� �� �����������
�������� �� �� ����� �������� � ��� �� ������� ������� 𝑣� �

� �� ���� ��� ����� �	����� ������ �� ������� � ������ �� 𝑣� ��𝑣 · �𝑡/
� ��� ���
�������������� ������ ��� ������������ �������� �� �� �������� � ���� �� �������
��� 
 ���������� ���� ���� ��� ������ � ����������� ����� �𝑥 � 𝑣 ·�𝑡� ���
������ �� ���� �� �������� � ������� �� 𝑣� �� ��� ���������� �� ���������� ��� ��
����� ����� ���� �� ������� 𝑣 ����� ����� �� ������ ���� 𝑡� �� 𝑡 ���� ���� �������
������� � 𝑣�� ��� �������� �� �� ������������ �� ����������� ��������� �

��



��������� �������� �

��������� �� ������� � ������ ����������� ���� 𝑣� ���� �� ��������� �� ������ ����
������ ��� 𝑣� �� 𝑣 � ��� 𝑣 ��� �� ������ �� �� ������� �������� �� ������� ���
�� ��� �� ������ ������

���� ������ ���� ���� �� ����������� �� ����� 𝑡

𝑥�𝑡�− 𝑥� � 𝑣� ·�𝑡�
	



· �𝑣�𝑡�− 𝑣�� ·�𝑡 �

	



· �𝑣� � 𝑣�𝑡�� ·�𝑡. �

�

��� ��������� �� ������ �� �������� �������� ��� �� ����� � � ������ ��� 𝑣�𝑡� ����� ����
𝑡� �� 𝑡 ��� ���������� �� ���������� ����� ��� �� ������ �
	�� ��� ���������� �

� �

𝑥�𝑡�− 𝑥� �
	



· �𝑣� � 𝑣� � 𝑎 ·�𝑡� ·�𝑡

⇐⇒ 𝑥�𝑡�− 𝑥� �
	



· 
𝑣� ·�𝑡�

	



𝑎 ·�𝑡
. �
��

� ��������� ���� � �	����� 𝑥� ��� ���� ������� �� ������������ ��� ������ �������
���������� ������� ���� �� ���� ��� ��� ���������� ���� �������� ‖ �

𝑥�𝑡� � 𝑥� � 𝑣� · �𝑡− 𝑡�� �
	



· 𝑎 · �𝑡− 𝑡��


. �
��

� ��������� ������� ��� �� �������� ���� ������� 𝑥� �� ����� 𝑡�. � ����� � �����
��������� ��� 𝑎 > � ��������� ������� 𝑣� > � �� 𝑥� > �, ���� ��� ����������� ������
������ � �� ��� ������� 𝑎 < �� �� �������� ��� ������ ������ ��� �� ������ ����� ��

t0

0x

x [m]

t [s]

ordonnée 
au temps t0

x(t)

t

v0 = pente 
au temps t0

v(t) = pente 
au temps t

������ � � ��������� ������� ���� � ���� ���� 𝑎 > �� 𝑣� > � �� 𝑥� > ��

������� ��� ����� ��� �� ���� �� �� ������ �� �� ������� ��� �� ����� � � ������� ��

‖� � �������������� � ������� �� ������ 𝑦�𝑥� � 𝑎𝑥
 � 𝑏𝑥 � 𝑐� �� ���������� 𝑎 ����� �� ��������� �� 𝑐 ��������� ��
��������� 
�� ��� ��������� ����� �������� � ���������� 𝑥 → 𝑡� 𝑦�𝑥� → 𝑥�𝑡�� 𝑎 ������������ → 𝑎/
 ���������������� 𝑏 → 𝑣�
�� 𝑐 → 𝑥� � ��� �� ������ ����� ��� ��� ��������� �� �� ���������� ���������
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������ �� �� �������� �� ����� 𝑡�� ��� �� ���� ��������� �� 𝑣�� ���� ��� �� ������
�� ����� 𝑡� ��� �� ���� ��� 𝑣�𝑡�� ��� �� ��������� �� ���� ������� ���� �� ������ ��
��� ������ ��� ��������������� ��� ��������� ��� ��������� �� 𝑣� ��� ���� ��� ����� ��������
�� �������� ������ �� ������� �� ������ �� ����� 𝑡� ��� �� ������ ���������� ��
�� �������� ��� ����������� ��� ������� �� ����� ��������� �� ������ � �� � ������ ���
�������� �� ���������� �������� ��� 𝑎 < � �� 𝑣� > � ������ �� �� ��� 𝑎 > � ���� �� �������
������� ��� �������� �𝑣� < �� ����� ���

tt0

v(t)

v [m/s]

[s]t

v = v-v0Δ

Δt0v < 0

pente = a > 0

> 0

t0

0x

x [m]

t [s]

ordonnée 
au temps t0

x(t)

t

v0 = pente
négative 
au temps t0

v(t) = pente
positive 
au temps t

 pente = 0 m/s 

a > 0

������ � � ��������� �� ������� �� ��������� ������� ���� � ���� ���� 𝑎 > � �� 𝑣� < �� �
������� ������� ��� ��������� ���� ���� ������� 	������� �������� �� ������ ���� ����������� ����
����� ��������� �� ������ �� ���� ��� �� ���� ��� ���� �� �������� ������ �� ������� ��������� ������
�����������

tt0

v(t)

v [m/s]

[s]t

v = v-v0Δ

Δt
0v > 0

pente = a < 0 < 0

t0

0x

x [m]

t [s]

ordonnée 
au temps t0

x(t)

t

v0 = pente
positive 
au temps t0

v(t) = pente
négative 
au temps t

 pente = 0 m/s 

a < 0

������ � � ��������� �� ������� �� ��������� ������� ���� � ���� ���� 𝑎 < � �� 𝑣� > �� �
������� ������� ��� ��������� ���� ���� ������ 	������� �������� �� ������ ���� ����������� ���� �����
��������� �� ������ �� ���� ��� �� ���� ��� ���� �� �������� ������ ���� ������ �������� � ��������
�� �������� ����� � ������� �� ��������

� ��� �������� �� ���� ��� ����� ��� 𝑎 � �. ��� �� ��� ���������� �
	� �� �� ���
����� ������ �� ������� � ������ �� ������ �� ���������� �
�� ������ ���������
���������� ������� �� ����
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������������� ����� ���� �� ��������� �� �� �������

���� ���� �� ��� ��� � ���� �� �������� �� ������� ��� ���������� ����������
���� �� �� ������ �� ��� ��������������� ��� �� ������� �� ��������������� � �� ���������
�� �� ������� � ������ �� ����� ��� ��� �� ������ �� ���� 𝑎�

������ �� ������� ����� �� ������� ��� ��������������� ���� ��� ������� ����� ���
��������� �� �� ����� ����������� �� ��������� �� 𝑣�𝑡� ���� ��� �� ������ �� ��� �����
����� ��������� �� ������� ������� �� �� ��� ��� ���� �� ���������� 
�� � �������������
� �������� ��� �� ���� �� �� ���� ��� ����� ���� ����� �� ��������� �� �������
��������� �� ��������������� ����� ���� ��� ���� ������ � �������� ���������������
����� ��� ��� ���������� �� ����� ��� ��� �� �������� �� ������� ������ ������������
��� ������ ��� ��������������� ��������� ��� ����� ��� �� ���� �� �� ������ �� ��
������ 𝑣�𝑡� �� ���� ������������ ��� �������� ��� �� ����� � ��������������� �����

t0

Av

[m/s]v

t [s]

A

B

C

Ev

Cv

E

tA tEtC

D

F

������ � � ��� � �������� �� ������������� ��������� �� ���� ��� ������ ��� ����� ���� �����
�� ��������� ��������� �� ��������������� ����� ���� ��� ���� ����� �������� ������� �� �� ����
��������������� ��������� �� ������ ��� �� ���� �� �� ������ �� ������ ���� �� ��������� ������ �
���������� ������� ��� ����� �� �� �� �� � �� ���

���� 𝑡𝐴 �� 𝑡𝐶 ��� �������� ��� 𝑣𝐶 < 𝑣𝐴 �

𝑎𝐴𝐶 �
𝑣𝐶 − 𝑣𝐴
𝑡𝐶 − 𝑡𝐴

< �,

����� ���� ������� 𝑣𝐸 > 𝑣𝐴

𝑎𝐴𝐸 �
𝑣𝐸 − 𝑣𝐴
𝑡𝐸 − 𝑡𝐴

> �.

�� �������� ������� �� ����� 𝑡� ���� �� ���������� �� �� ������� ��������������
��������� �� ��� �������� ���� ����������� �� ����� 𝑡𝐴 �� ���� �� �� ������ ���
��������� ��� 𝑎𝐴 � 𝑎�𝑡𝐴� > ��/�� �� � �� � ��������������� ������ ����������� ����
�� � ���� ���� ��� � ��������������� ����� �������� ���� ������ 	������� ������ ���� ��
���� �� ��� �� ���� �� �� ������ ���� ������ �� ��� ������ ��� �� ������� ��������
����� ������� ��� ��� ���	���� ��������� ���� � �� � �� ������� ������ ���� �� ������

�




��������� �������� �

���� �� ������� �� ���� � ���� ������ 	������� ���� � ���� 𝑎𝐶 ��� ���������� ����
���� ������� 	������� �� ���������� �� �� ������ �������� �� ������� �� ���� � ����
𝑎𝐷 � ��/�
�� ���� �������� �� ������� ������� �� ������ �� ������ ��� �� ��� �
��� 𝑎𝐸 > �� �� �� ��������� �� �������� ���� �� ���� �� ��� �� ������ �� �� ������� ���
�������� �� 𝑎𝐹 � ��/�
�

∙ ������� 	� ���������� ��� �� ���������� ��� ���� ������� ��� ��������� ����
�� ������� �� �� ������� � ������ �� ����� ���� �� ����� ��������� ���������� ���
���� ���������� �� ������� �� �� ������� ��� ����� ������ ���������� � ������� ����������
�� ��������� ��� �������� �� ������ �� ���� ������ 𝑡� �� 𝑡	 � ������ ��� �������� 𝑥� ��
𝑥	� �� ���� � �������� ��� ��������� �� ���� ��������� �

𝑣
	 − 𝑣
� � ...

���������� � ���� ��������� ������������ ����� 𝑡� � � ��⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑣
	 � �𝑣� � 𝑎𝑡	�

 � 𝑣
� � 𝑎
𝑡
	 � 
𝑣�𝑎𝑡	

𝑣

 � �𝑣� � 𝑎𝑡
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𝑡

 � 
𝑣�𝑎𝑡
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𝑎𝑡

 � 𝑣�𝑡


⇒ 𝑣
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� � 𝑎
𝑡

 � 
𝑣�𝑎𝑡
 − 𝑣
� − 𝑎
𝑡
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𝑣�𝑎𝑡	 �
�
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𝑡

 � 
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 − 𝑎
𝑡
	 − 
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𝑎 ·
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𝑎𝑡

 � 𝑣�𝑡


)︂
−

(︂
	



𝑎𝑡
	 � 𝑣�𝑡	

)︂]︂
� 
𝑎 · ��𝑥
 − 𝑥��− �𝑥	 − 𝑥���

� 
𝑎 · �𝑥
 − 𝑥	�

⇒ 𝑣

 − 𝑣
	 � 
𝑎 · �𝑥
 − 𝑥	� �
��

����������� �������� �������� ���� �������� ����� ������� �
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∙ ������� 	�� ���� ����� ��� ��������� ��� ��� ������������������ �������� �

	� ���������� ���� ������ ��� ���� ���� �� ����� �� 	������� �


� ������� ��� �������� �������� ���������� �� ����� �� ������ ������� �

�� ����� ��� ���������� ������������� ���� ��������� �� �� �������� ������� �� �������������
�� ����� � ������ �� ������

∙ ������� 
� ���� �� ������ ������������� � ����� ��� ����� ���� ������������ 	�������
−
, �/ �
. ������ ������� �� ������ �������� � ����� ���� �� ����������� ���� �����
����� ���� �� ������� �� 	��/ � ���� �� ������� �� ������ �

��



��������� �������� �

���������� �� �����������

� � ������� ����������� ����� �� �� ������� ����������� ��������� ��� ���
�������� �������� ��� ���� ��������� �������� �� ����� ��� ��� �������� �������
����� ��� �

�⃗�𝑚 �
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�𝑡
�
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𝑡
 − 𝑡	

�� �⃗�𝑖𝑛𝑠𝑡 �
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𝑑𝑡
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����� �������� �� �� ����� ��� ��� �� ����������� ��⃗�� �� �� ������� �����������
��������� � �� �������� ����� �� �� ���	������� �� �� ��� �� ���������

� � ������� �������� ����� �� �� ������� �������� ��������� ��� ��� ����
����� ��������� �������� �������� ��� �� ���������� ��� ��� �������� �������
����� ��� �

𝑣𝑚 �
�𝑠

�𝑡
�

𝑠
 − 𝑠	
𝑡
 − 𝑡	
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𝑑𝑠

𝑑𝑡
∼�
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𝑑𝑡

� ||�⃗�𝑖𝑛𝑠𝑡||

� ���� �� ���� ��� ��������� ���� �������������� ������� �� ������� � ������
�� ����� ��� �

𝑎 � �

𝑣�𝑡� � 𝑣 ���������

𝑥�𝑡� � 𝑥� � 𝑣 · �𝑡− 𝑡��
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� ���� �� ����� ��� ��������� ������������� ��� �

𝑎�𝑡� � 𝑎 ���������

𝑣�𝑡� � 𝑣� � 𝑎 · �𝑡− 𝑡��

𝑥�𝑡� � 𝑥� � 𝑣� · �𝑡− 𝑡�� �
	



𝑎 · �𝑡− 𝑡��




�� ����� �� ������� ������� ���� �� ������� �� �� ������� ��� ����� ���

𝑣

 − 𝑣
	 � 
 𝑎 · �𝑥
 − 𝑥	�
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���������� ����� �
 ������ ������ ������

������� �⃗� � ������� 𝑠 �� 𝑑 ������ ��� ���� ���� � ���� ����

����� 𝑡 ������ ��� ����� ���� ����� ���

������� �⃗� ������ ��� ������ ����� 
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����
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��/ �
�

�

∙ ������� 
	 ���� �� ������ ������������� ��������� �� ������ �� ��������� � ������
�� ����� �������� ��������� �������� ��������������� �� ������ ��� �������� ����������
�� ���� ���� �� ���� �𝑎�𝑡�� 𝑣�𝑡� �� 𝑥�𝑡��� � ������� ���� ��� ����������� �𝑥�� 𝑣�� 𝑎�
���� ���������
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∙ ������� 

� � ��� �� ������ ������������ �� ������ ����� ������� �� ���� �
������ �� ��������� ���� �� ������� ������� ���������� 𝑣𝑧 � 
� 
�/ �� ������� ���
�� ��� ���� ��� �� ����� �������� ��� �� ������ �, � � ������ �� ������������ ���� ��
������������� ������� ���������� 𝑎𝑙𝑖𝑜𝑛 � �, ��/ �
�

	� ������ ������ �� ����� ������ �� ������� �� ��� ��������� �� ������ �


� ������ ������� ��������� ����� �������� �

�� ������ ���� �� ������� ��������� �� 	������ ��� �� ����� �

�� ����� ��� ����� ���������� ��� �������������� �������� �� �������� ���� ��� ���� ���
���� �������� ���� ������� ������������� ��� ���� ������ ��� ����� ��
����� ������������
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����������� �� ������������� �� �� ��������� ����� �⃗�𝑔 � �⃗�� ���� ���� ��� ����
����� �� ��������� ��� �� ������ ���������� �
��� � ���������� 𝑚 ��� 𝑚𝐴 �

𝑔 � ||⃗𝑔|| � ||𝐹𝑔||
𝑚𝐴

. ����

� ���������� ||𝐹𝑔|| ��� �� �������� �
��� ��� ����

𝑔 � 𝐺 · 𝑚𝐴 ·𝑚𝑇𝑒𝑟𝑟𝑒

𝑚𝐴 · 𝑑

� 𝐺 · 𝑚𝑇𝑒𝑟𝑟𝑒

𝑑

.

��������� �� ��������������� �������������� ��������� 𝑔 ��� ���������� ��
�� ����� �� ����	�� � ������� ���� �� ��� 𝑚𝐴�� 𝑑 ��� �� ������� ���� �� �����
�� �������� �� 𝑚𝐴 �� �� ����� �� �������� �� �� ������ ������ �� ����� 𝑚𝐴 �� ������
�� �� ������� ��������� ��� �������� ��� �� ��� ��� ��� ������ ���������
𝑑 ��� �� ���� �� �� ����� 𝑅𝑇𝑒𝑟𝑟𝑒� ��� ����� ���� �������� ������ ** �

𝑔 � 𝐺 · 𝑚𝑇𝑒𝑟𝑟𝑒

𝑅

𝑇𝑒𝑟𝑟𝑒

. ��	�

�� �� �������� �� �∘� �� ����� �� �� ���� 𝑔 ≃ �, �	��	 �/ �
 ��� �/ 
��� ���� �����
������ ����� � ������ �� �� ������� �� ����� �� ����� �� �� ������

�������������� �������������� ��� �� �������� ����������� ��� �� �������� ��� ���	����
����� ��� �� ���� ������ ������ ��� �� ����� �� �������� �� �� ����� �� �� 𝑚	� �����
������ ��� �� ����� �������� �� ������� ��������� ������� ��� �������� �� ������
��� �� ���������� ��� �� ������ ��� ��������� ������ �� ������� ���� ������ ��� 𝑅𝑇𝑒𝑟𝑟𝑒�
����� ����� �� ��� ���� �� ����� ��� ����� �� ����� ��� ���� ��� ��������� ���
���������� �� ������� ��������� ����� ������ �� �⃗� �������� ������ ���� �� ����

**� ���� ���� �������� ��������� ��� ����� �� �� ������� ��������� ��� 𝑔�

�



��������� �������� 

���� ���� ��� ���� �� �� ������� ��������� ��� ���� ���� ����� ������������ �� ����
����� ���� ����� ���������� �� �� ����� �� ���������� ��� �� ����� ��� �����
��������������� ��� ����� ��� �������� ������������ �� �� ����� �� ��
����� �� ������ �� ������ � �������� �� ����� ���������� �� ��������� ����� ��
���������� �� ����� �� � ������� �������� ������ ������ �� ����� ������� ��� �� �����
������� �� ��� � ����� ������ ��� �� ������ ������� ���� ����� ������� ������	�
������ ������ �� ����� �� � ������� ��� �� ��� � �������� ������������� �

�������������������������������� ������
�

�

http://www.youtube.com/watch?v=5C5_dOEyAfk


��������� �������� 

�
�	 ����� ����� ���������

���������� ��������� ��� ��	�� ������� ������
���� ������� ��  � ��� �� ������� ���������
�𝑔 ∼� �, �	�/ �
�� �� ������� ������� ��� 𝑣� � ��
��� ����������� ������ �� ����� ������� ����
����� ������ �� ��� �
���� �� ��������� � �� �������� ��� ����
�� ����� 𝑥 ���� �� ����� ��� ��� ����������������
���� �� ���� ��� 𝑎 � 𝑔 ��������� ����� � ������

�� �������� ���� ���� ��� ��������� �� ���� � �
	� �� �
��� ��� ��� ���� ����
�� ���������� ���� ���� 𝑎 � 𝑔� � ������� ���������� �
�� ��� ������� �� ������ �
������ �� ��������������� �� �� ����������� �

𝑥�𝑡� �
	



· 𝑔 · 𝑡
 ⇒ 𝑡 �

√︂

𝑥

𝑔
.

� ������ ��� 𝑥 � � �� ��� 𝑔 � �, �	�/ �
 ��� ����

𝑡 �

√︃

 · �
�, �	 �

�


∼� 	 �.

���	�� ������ �� ��� ������ ����� 	 � �� ����� ������

∙ ������� 
� ���� �� ������ ������������� ������ ��� ���� ��������� �
� �� �� �������
�� �

� �� �� ������� � ������ �� ����� ���� �� ������ ��� ����� ���� ������� ��
��� ��� �� ������� �� �� ������ � ������� ������� ��� ������ ������ ����� ������� �� ���
���� �� ����

�� ������ ������ �� ����� �� ������ ������ �� ��� �

�� ������� ��� ����� ���������� �� �
� ���������������� �

� �� ������� �� �


� �� �������
� ������ �� ����� ���� 𝑡 � � � �� ������� ��� �� ������ ������ �� ����

∙ ������� 
� ���������� ���� ���� �� ������ ������������ ���� �� ����� ���� �� �������
������� �, ��/ � ����� ����� ��� � ��������� �� ���������� �� ������ �������� �

�� �� ����� ������� ��� �� ������ ���� �������� �� ������� �����
���� ����� ��� 𝑡𝑚𝑎𝑥 �

�� �� ������� �������� ������� ��� �� ������� 𝑥𝑚𝑎𝑥 �

�� �� ����� 𝑡𝑟 ���� ��� �� ������ ������� ��� �� ��� �

�� �� ������� 𝑣𝑟 �� �� ������ ���� ���� ������� ��� �� ����

�



��������� �������� 

���������� �
���� ����� ����� �������� �� �������� �� �� ������� ������� �� �� ������ 𝑣� � �, ��/ ��
��������� ���� �� ����� �� ���� ��� �� ����� ������ 𝑡� � � � ��� �� ������� ����� ��� ��
������ ���� ���� � ������ ���� �� ��� � ����� �� ������ �� �� ����� ������� � �����
��� ����������� �������������� �� ��� �� ������������� ��� 𝑎 � −𝑔 � −�, �	�/ �
 ����� �
���� �� ������������� ���� �� ���� ���� �� ������� �� ���� �� ��� ��� ������ ����������
�� ������� 𝑣��� 
� ������ ��� ��� ���� ���� 𝑡� � � � � 𝑥� � �� � 𝑣� � �, ��/ � �
𝑎 � −�, �	�/ �
 �⎧⎨⎩

𝑣�𝑡� � 𝑣� � 𝑎 · 𝑡

𝑥�𝑡� � 𝑥� � 𝑣�𝑡�
	


𝑎 · 𝑡


⇒

⎧⎨⎩
𝑣�𝑡� � �− �, � · 𝑡

𝑥�𝑡� � �𝑡− �, � · 𝑡


�� ��������� �� �� ������� �� ������ ������ ��� 𝑣�𝑡� ��� �� ������ ������������ ��

����� � 𝑣 ��� �� ������� �������� ��, ��/ � ���� 𝑡 � � ��� ���� ���� ������ ������������
����� �� ����� � ���� ���� �, ��/ � �� ������ ������� 	������� ������ �������� ����
������ �� ����� ���� 𝑣�𝑡� � ��/ � �� ������ ������ �� ������� ��������� ����
�������� 𝑡𝑚 �� ����� ����������� �

𝑣�𝑡𝑚� � � ⇔ 𝑣�𝑡𝑚� � �− �, � · 𝑡𝑚 � � ⇔ 𝑡𝑚 �
𝑣�
𝑔

�
��/ �

�, ��/ �

� �, �	 �.

�� ���� ���������� �� ������ �� 𝑡𝑚 ��� ���������� ������� �� �������� ���������

���� ������� �� ������� �������� �

ℎ � 𝑥�𝑡𝑚� � �𝑡𝑚 − �, � · 𝑡
𝑚 � � · �, �	− �, � · �, �	
 � �, ��.

�� ���� ������� ������� 𝑡𝑟 ��� �� ������ ������� ��� �� ���� ��� ����� 𝑥�𝑡𝑟� � �� �

𝑥�𝑡𝑟� � � ⇔ �𝑡𝑟 − �, � · 𝑡
𝑟 � � ⇔ 𝑡𝑟 · ��− �, �𝑡𝑟� � �

����� �������� �� ��������� ������ �������� ���� �������� � 𝑡� � � � �������� �� ��������
��� � ��������� ��� �� �� ������� ��� ��� ����������

𝑡𝑟 �
��/ �

�, ��/ �

� 	, � �.

�� � ������� ������������ �� ������ � ���������� �� ������ �� 𝑡𝑟 ��� ���������� ��

�� ������� � ������ �� ����� �

𝑣�𝑡𝑟� � �− �, � · 𝑡𝑟 � �− �, � · 	, � � −�, ��/ �

⇒ 𝑣𝑟 � −𝑣� �� |𝑣𝑟| � |𝑣�|.

�



��������� �������� 

�
�
 ����� ����� � ���� �������� � �� �������� �� ���	������

������� ��	�� ��� ����� ���� �� ������� ����������� ������� � ��������� �� �� �����
������������� ��� ����� ��������������� ��� ���� � �������� � ���� ���������
������� ��������� �� ���	�������� � �������� ������ ���� ����� �� ���� �� �� ����
������ ��� � 	����� ��� � ������� �� �� ���� �� ��������� �� ��� ��������� ��
���������� �� ������ �� �������� �� ���	������ � �� ������������� ������� �⃗�� ���������
�� �������� ���� �� ��� � �� ��������� ���������� �� ��������������� ����� �����

���� ���������� � �������� ������ � ���� �������� �𝑥� 𝑦� ���� ����� ������ �
�� ���� �� ������ �� ����� ��� 𝑦 �������� ���� �� ���� ����� �� ���� ����� ����� ������ �������
���� �� ���� �� ��������������� ���� ��� �� ��� ���������� ���� ������ ���� ������� �⎧⎨⎩

𝑎𝑥 � �,

𝑎𝑦 � −𝑔.

���� ���� ��� � ��������� ���� ���� ���������� �
� �� ��� �� ����� ��� 𝑥� ��� ��������������� ��� ���� �� �� ������� ��� �������� ���

���� � ��� �
� �� ��� �� ����� ��� 𝑦 ��� ���� � ���� ���� ������������� ���������

v0
α
v0x

y

x

0yv
x0

��� ���������� ��� ������ ������� ��� ��������� �������� ���� ��� ���� ����������
� �������� ��� ��������� �� ��� ���� �� ��������� 𝑥 �� �� ���� ���� �� ���������
𝑦� ���� ������� �� ������� ������� �⃗��� ������ �� ���� 𝛼� ���� ����� ��� 𝑥� �����
������ ��� �� ��������

�⃗�� � �𝑣�𝑥� 𝑣�𝑦� ⇐⇒ 𝑡𝑎𝑛�𝛼�� �
𝑣�𝑦
𝑣�𝑥

⇐⇒ 𝑣� � ||�⃗��|| �
√︁

𝑣
�𝑥 � 𝑣
�𝑦,

������� ��� �������� ��� ��������� ��� ���������� 𝑥 �� 𝑦 �� �� ������� �� � �����
���������� 𝑡 �

��



��������� �������� 

⎧⎨⎩
𝑣𝑥�𝑡� � 𝑣�𝑥 � �������

𝑣𝑦�𝑡� � 𝑣�𝑦 − 𝑔𝑡
��
�

������ ��� ��������� �������� ���� ������ ��� ���������� �� ������������ 𝑥 �� 𝑦 �⎧⎨⎩
𝑥�𝑡� � 𝑣�𝑥𝑡

𝑦�𝑡� � 𝑣�𝑦𝑡− 	


𝑔𝑡


����

�� ��� ������� �� ��������� �������� �� ���� ���� ���������� 𝑡 � ������ �� 𝑥� ����
���������� ����� ��������� ���� 𝑡 ��� ���������� �� 𝑦�𝑡�� ��� ������⎧⎪⎨⎪⎩

𝑡 � 𝑥
𝑣�𝑥

𝑦 � 𝑣�𝑦
𝑣�𝑥

𝑥− 	


𝑔 𝑥


𝑣
�𝑥
.

����

y

x

v0

v0x

v0y

v

v0x

-v0y

v0xv=ymax

α

-ga=

0

� ����������� �� ��������� �������� �� ����� �� �������� ��� �� ��������� 𝑦 ��� �� ������
����������� �� �� ��������� 𝑥 �

𝑦 �
𝑣�𝑦
𝑣�𝑥

𝑥− 𝑔


 𝑣
�𝑥
𝑥
. ���

� ��������� ������� ��� �� ���	������� �� ���	������� ���� �� ��������
� ��������� �� �������� ���� �� �� ���� 𝑡𝑎𝑛�𝛼�� � 𝑣�𝑦/𝑣�𝑥 �
� ���� �� ��������� �������� −𝑔/
 𝑣
�𝑥�

�� ���� � �������������������������������������

�	

https://www.walter-fendt.de/html5/phfr/


��������� �������� 

������� �� �������

� ������ �������� �� ��������� 𝑦𝑚𝑎𝑥 ��������� �������

� ����������� ��������� ��������� �� �������� 	������� ���� ��� �� 𝑦 �� ���	������ ���
�� ������ ��� ��������� �������� ����� 𝑥𝑝� ���� ������ �� ������� � �������� ����
������ ������ � ���� �� 𝑥 �� ������ �� ������ �� ���������� ��� ������ �

𝑣�𝑦
𝑣�𝑥

𝑥− 𝑔


 𝑣
�𝑥
𝑥
 � � ⇐⇒ 𝑥

𝑣�𝑥
·
(︂
𝑣�𝑦 −

𝑔


 𝑣�𝑥
𝑥

)︂
� �,

��� ��� �������� ���

𝑥� � � �� 𝑥𝑝 �

 𝑣�𝑥 𝑣�𝑦

𝑔
. ����

∙ ������� ��� ���� 𝛼� ������ ���� �⃗�� �� ����� ��� 𝑥�

�� ������ 𝑣�𝑥 �� 𝑣�𝑦 � ������ �� 𝑣� �� �� 𝛼��

�� ��������� ��� ���������� ���� 𝑣�𝑥 �� 𝑣�𝑦 ��� ���������� �� �� ������� �����

�� ���������� ���� ���� ������ �� 𝛼� �� ������� ��� ���������

�� ������ ��� �� ������ 𝑦𝑚𝑎𝑥 �
𝑣
�𝑦

 𝑔

�

�� ������� ������ 𝛼� ���� ������ �� ������� �� �� ������ �� �� ����� �������

��� ��� �⃗�� ��� ���������� �𝑣�𝑦 � ��/ ��

�� �� ���	������ ��� ����� ������������� �� �� ������� ���������� �⃗�� � �𝑣�𝑥� ��� �� ���������
�� �������� ��
� �� ���� �������⎧⎨⎩

𝑣𝑥�𝑡� � 𝑣�𝑥

𝑣𝑦�𝑡� � −𝑔𝑡
��

⎧⎨⎩
𝑥�𝑡� � 𝑣�𝑥𝑡

𝑦�𝑡� � −	


𝑔𝑡


����

�




��������� �������� 

�� ���������� �� �� ���	������� ��� ������ �����
���� �������� ���� ������ �� �������� �� �����
����� ��������

𝑦 � − 𝑔


 𝑣
�𝑥
𝑥
. ����

�� � ����� ����� ������ �� ������� ℎ ������� ��
��� ���� 𝑦 � −ℎ�� �� ����� �� ����� �� ������ �
�������� ���������� ������� ���� �� 𝑦 ��� ���� �

−ℎ � −	



𝑔𝑡
𝑠𝑜𝑙 ⇒ 𝑡𝑠𝑜𝑙 �

√︀

ℎ/𝑔.

� ���������� 𝑡𝑠𝑜𝑙 ��� ���������� ������� ���� ��
𝑦 ��� ���� ��� ������� ��� �� ������� �������
���� ��������� 	������� ��� ��� ���� ����������
���� �� �� ������� ������� 𝑣�𝑥 �

𝑥𝑠𝑜𝑙 � 𝑣�𝑥 ·
√︀


ℎ/𝑔.
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y

x

���� �������� ��� ��������� ��� ����� �� ��� �� ����� ��� �������� ��� ��� ������
���� �� ���	������� ��������� �� ���������� �������� ���� ����� ������ ��� ���������
�� ����� ���� ���������� �� ������� �� ��� ��������� �� ����� �� ����� �� ����� ��������
����� ����� �� �� ������ ��� ����� ������ �� ��������

∙ ������� �	� � ����������������� ������� ����� �� ����� �� ���� ������� �
�������� ������������ ��������� �������� ��� �� ����� � ���� ������� ������ ��
���������� �� ������� ��� ���� �������

�� ��������� ������� ������������ ���� ��� ����
����������

�� ������ ����� �������� � ��������� �� ��� � ������
����

��
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�� ����� ���� ���������� �� �����

����� ���������� ��� � ������������ �� ����
���� �� ���������� ���������� 
� ��� ��� ����
�� ����� ��������� ��� ����� ���������� �����
�� ���������� � 	� ������� 
�	
� �� � ����� �� ���
���� �� ��������� �� ���� �� ���� ���� �� ����
�� ����� ����������
� ��� ������ ����� �� ������ ��� �� ��������
�� ������������ � ��
� ������ � ������� �

���������������������������������������	���

�� �� ����� �� � ������� ������ ���� �� ����� ������������� ��� �� ����� ����
���� ��� �� ��� ��� ������ ���� ���������� ��� �� ���� ��� ��� ���������� ����� ��������
�� ����� �� ��������� ��� ����������� 𝐹𝑓𝑟� ���	���� �������� �� ��������� ����� 𝐹𝑓𝑟

�� ��	���� �� �� ����� �� ��������� � ������� �� ���������� ��� �� ����� � ����� ��� ��
��������������

� ��� �� 𝐹𝑓𝑟 ��� ���	���� ������� �� �� ������� �⃗� �� ����	�� � ������ �� ����
������ �� �� ����� �� ����	�� �� �� �� ������� �� ��� ������������� �� �� �������
�� ����� �� ������ �� �� ������� �� ����� �

||𝐹𝑓𝑟|| ∼ 𝜌𝑎𝑖𝑟𝑣

, ����

�� ������� ���������� � �������� ����� ������ �

� �� ������ �� �� ����� �� ������� ��� ������� ��� �� ���������� �� ����� ������ ||𝐹𝑓𝑟|| ≃ ��
� �������� ���� ����� ��������� �� �� ����� ����� ��� �� ����� ���� � ����
���� 𝑎 ≃ 𝑔 �

� ������� �� ���� �� �� ������� �������� �� ���������� �� ����� ������� ����������
	������� �� ������� � ������ ���� ����� ���������� ���� ���������� �� �� ����������
������ ��� ���� ��������� ��������������� �� ����� �

� ��� ������� �� ������������� ���	���� ���� ������� �� ������� ������� 	�������
����� ��� �� ���������� ��� �� ������ ������ �� ����� ��� �� ��������� ����
�������� ��� �� �������� � �𝐹𝑓𝑟 → −𝐹𝑔�� �� �� ����� �� ���������� ��� �� �����
����� �� �� ������� �� ����� ��� ���� �� ������ ������� �������� ������� �������
�� ������ ���� 	����� ������� ��� �� ������� ������� �� ������ ��� ������� ������
����������� �������

��

https://www.youtube.com/watch?v=ur40O6nQHsw
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�� �������� �� ������������� ��� �� ������ �� ��� �������� �
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������ ���� �� �� ������
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��������� �������� �

� � ��� ������

����� � ����� �� ����� 𝑚 ��� �� ������ ��� � ��� ������ ��� ���� 𝛼� �� �����
����� �� ���� ���� ������ †† �

� �� ����� �� �� ��������� 𝐹𝑔 �
𝑚 �⃗� �

� �� ����� �� ������ �� ���� 𝐹𝑠�
���	���� �������� ��������
���������� �� �� ������� ��
����

� ����� �������� ��� ����� ��
������������� ����������� �� ����������

���� ������ ������ ��� ��������������� �� ������ ��� ����� ������� �� ����� ���������� 𝐹𝑟𝑒𝑠

���� ��������� �� ��������� ��� �� ������

���� ����� ��� ��������� �� ���� �������� ��� � ������� ��������� ��� �������
��������� �� ����� ���� ��� ��� ���� �������� �� �������� ���������� ������ ��� �����
�������� � ��� ������ ����������� � ������� � �� ����� �� ���� �������� �
��� ���� ����������� ��� ���������� �� ������� �� ����� ���� ��� �� ������� ���
����� ��� ���� ������ ������� ������� �� ������ �� ������ �� ������������� �� ��������������
�� ��� ���������� �� ���� �������� ��� �� ��� �� ��������� � ��������� �����

��� �� �������� �� ��� ������� ��� ����� ����������� �� ����� �� �������� 𝐹𝑔 ���
��� �� ���������� � �

� �� ��������� ������

����� �� ���� 𝐹‖ �

� �� ��������� ������
���� ��������������

�� ���� 𝐹⊥�

����� ��� ������ �������������� �������

𝐹𝑔 � 𝐹‖ � 𝐹⊥.

�������� ����� ��������� ���� ��� ����� ���� ��� ��������� � ||𝐹𝑔|| �̸ ||𝐹‖||� ||𝐹⊥|| �

††� ���� ��������� �� ��������� ���� ���������

��



��������� �������� �

�� �� �������� �� ������ ��� ��������� ��� ���� ���������� �� �� ����� �� ���������
��� ���� ����� �� �� ������������� �� ������� ��������� � ���� ||𝐹𝑔||� ||𝐹‖||
�� ||𝐹⊥|| ����������� ��� ����� ������� ��� ������� �������� �

� ||𝐹𝑔|| ����� �� ������� �� �������������

� ||𝐹‖|| ����� �� ������� �� ������ ������� �� ������ 𝛼 �

||𝐹‖|| � ||𝐹𝑔|| · ��𝛼 � 𝑚 𝑔 · ��𝛼, ����

� ||𝐹⊥|| ����� �� ������� �� ������ ��	���� �� ������ 𝛼 �

||𝐹⊥|| � ||𝐹𝑔|| · ���𝛼 � 𝑚 𝑔 · ���𝛼. ��	�

���� ����� ���� ������� �� ����� ����������� ��� ����������������� �� ���� ��
������������� ���� �������� ����� �� �������� ���������� �� ���� ���� �� �����
���������� ������ ����� ���� ����� ����� ��� ��� ���� ������ �� ����� ��������������

��	 ��� ��� ��������� ����� ����� �������

���� �������� ������������ �� ����� �� ��� ��� ���� ���� �‖ �� ⊥� ����������� �

� ����������������� �� ��� �� � � ���� ������ � 𝐹𝑔⊥ �� 𝐹𝑠� ������� �� �� �
��� ���������������

𝐹𝑠 � 𝐹𝑔⊥ � �⃗ ⇐⇒ 𝐹𝑠 � −𝐹𝑔⊥ ��
�

⇒ ||𝐹𝑠|| � ||𝐹𝑔⊥|| � 𝑚 𝑔 ���𝛼. ����

� ���� �−� ��� ���������� ����������� ��
� ��� ������ ��� �� ����� �� ������ ��
𝐹𝑔⊥ ��� ���������� 
� ��� �������� �� �������� ���� �������� 𝛼 �����������
�� ���� ||𝐹𝑔⊥|| ������� �� ��� ��������� �� ������ �� ��� ������ ��� ��
��������� ��� ���� ��� ��� ����� �� ������ ��� �������� �� �� ��������
��������� �� ��������� �� ����� �������������� �� ��� � ����� ��
���������� ������� �� �� ���������� ��� �� ����� �����������������

��



��������� �������� �

� ������������� �� ��� ��� ���� �������� �� ��������� �� �� ����� ��
�������� 𝐹𝑔‖ � ������ �������� ���� ��� ����������� ��� �� ����� ����� ��������
���� ��������� ���� �������� ��� ������ �������

𝐹𝑟𝑒𝑠 � 𝐹𝑔‖ ����

⇒ ||𝐹𝑟𝑒𝑠|| � ||𝐹𝑔‖|| � 𝑚 𝑔 ��𝛼. ���

�� ���� �� ����� ���������� ������� �� ���� ���������� �� ��������� ��� �� ����� ����
������� ��������������� �� ������ � �������� �������� ������ ���������� �� ���������������
��� ��������� ����� ���

||⃗𝑎|| � 𝑔 ��𝛼.

��� ��������� ��������������� ��� �������� ���� 𝛼 � ��∘ ⇒ ��𝛼 � 	 ⇒ ||⃗𝑎|| � 𝑔�
����� �� ��� ���� ����� ����� ��� ���������� �� ������ ���� ��� ���� ������� 𝛼 � � ⇒
��𝛼 � � ⇒ ||⃗𝑎|| � �� ����� �� ��� ��� ��	�� ����� ��� � ��� ����������

��
 ��� ���� ��������� ����� ����� �������

���� �������� ������ ������� ��� �� ����� ������������� �� ��� ������� ����� ��
����� �� ��������� �𝐹𝑓𝑟� ���	���� �������� �� ��������� �� �� ����� ������� �𝐹𝑚𝑜�
������� ���� ��� �� ����� ��� ��� 𝐹‖ �� ��������� ��� ����� � ���� ������ ���

���������� ���� ��� ������ ����������� �� ���� � ��� ��������� �������������� �� 𝐹‖
‡‡�

��� �� ���

𝐹𝑟𝑒𝑠 � 𝐹𝑔‖ � 𝐹𝑓𝑟 � 𝐹𝑚𝑜. ����

� �������� �� ��� �� ��� ����� ������������� ��� ������ ������� ����������
���� � ������� ������ �� ������ �����������

𝐹𝑟𝑒𝑠 � 𝐹𝑔‖ � 𝐹𝑓𝑟 � 𝐹𝑚𝑜, ����

� ������ �� �������� ��� ��� ������ ������ ����� � ���� ������� �� ������� ����
���� ���� �� ��� ���������� �� ��� �� �������� ��� �� �������� ����� �������� �����
𝐹𝑓𝑟 ���� ��������� 𝐹𝑓𝑟 < �� ����� ���������� ��������������� �� ����� �� ����� ��� ��
������� ���� ����� ���������� �� �� ������ �� ���� ��������� ����� �������� �� ���������

‡‡� ����������������� �� ��� �� �������� ����� �������� ��� ������� �� ��� ��� ��������� ����� �����
������� � 𝐹⊥ � −𝐹𝑠�

��



��������� �������� �

���������� �� ��������

� � ��������� ��� �� ����� �� ��� �������� �� ��� �� ������������ ���� ������
� ��	��� �

��������� ⇐⇒ ��� ⇐⇒ �⃗� � �⃗ ⇐⇒ 𝐹𝑟𝑒𝑠 � �⃗.

� � ��������� ��� �� ����� ��� �� �������������� �� �� ��������� ��� �� �����
��� ������ � ��	��� �

�⃗� �
𝐹𝑟𝑒𝑠

𝑚
�� 𝐹𝑟𝑒𝑠 � 𝑚 · �⃗�.

�� 𝐹𝑟𝑒𝑠 ��� ������� �� ��������� ��� �� ���������� ����� �⃗� ��� ������� ������
��� �� ���� �� �� ���� �⃗� � �� ����� �������� ��� �⃗�� ��� ���� � �����

� � ���������� ��� �� ����� �� ��� ���������������� �� ��� ��� ����������
�������� ����������� ���� ���� ��	���� � �� �� �

𝐹𝐵/𝐴 � −𝐹𝐴/𝐵.

� � ��� �� ���������� ���������� �������� ��� ����� ������ ������ �����������
���������� �������������� ���� ���� ��	��� � �� �� ��� ��� ������ ��� �� ��
������� 𝑑� ��������� �� ������ ��� ������ ����

||𝐹𝑔|| � 𝐺 · 𝑚𝐴 ·𝑚𝐵

𝑑

.

� ��������� �� �� ����� �� �� �������� � ��� ���� ��� ������� ��� �� ����� ��
����������� �������������� �� �� ����� ��� � ��	�� �� ����� 𝑚 �� �� ������� � ����

||𝐹𝑔|| � 𝑚 · 𝑔 ���� 𝑔 � 𝐺 · 𝑚𝑇𝑒𝑟𝑟𝑒

𝑅

𝑇𝑒𝑟𝑟𝑒

,
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𝑔 ��� ���������� �� ��������������� �� �� �������� �� �� ������� ���������� ��
𝐹𝑟𝑒𝑠 � 𝐹𝑔� ����� �⃗� � �⃗�� �� ����� ��� � ����� ����� ��� �� �����

� � ��� ��� ��� ������ ��� ���� 𝛼� �� ��� �������� �� ��������� �� ��� �����
�� ����������� �� ����� �� �� �������� ��� ��	�� � �� ��������� ���������� ��
���� 𝐹𝑔‖ �� �� ��������� �������������� �� ���� 𝐹𝑔⊥�

𝐹𝑔 � 𝐹𝑔‖ � 𝐹𝑔⊥ ���� ||𝐹𝑔‖|| � 𝑚 𝑔 ���𝛼� �� ||𝐹𝑔⊥|| � 𝑚 𝑔 ����𝛼�.
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� ���������� �� �������� ��� ����� � ������ �� ������ �� � �������� ��� ���� ��
����� ��� ����� ������ ������� ��� ������� ��� ������������ �� ����� ���� ������
��� � ���� ��� ���� ��������� �� ����� ������ � ��� ���������� 	�������� �������� � �� ��
�� �������� ������� ��� ������� �� ����� �� �� ���������

� ���������� �� �� ����� � ������ ��������� ��� ���� ���������� ��� �� ������ �����
��������� ��� ���� ������� �� ������ � ��� � ������ ��� ������� �� ������� ��������� ���
��	�� ���� �� ���� �� ����� ����� ������� �������� � �� ��������� �� ������ ��� ������
��� ���� �������� �� ��� ������ �������� �� �������� ������������� ����������� �����
�� ����� �� �� ��������� ��� �������� �� ��������

� ����� ��������� �� ���������� �� ������ ��������� ��� ����� �� ����� ���� ���������
�������������� ����� ������� � ���� �� ����� �� ����� �������� ��� �� ������ �� ���
�� �������� ��� �������� �� ���� ������� ����� ������ �� ����� ��������� ����� �� ����
����� � ��������� ��������� � ��� ����������� �� ���� � ������ ����� �� ��������� ���
�� ������� ��� ����� �� ����� ���������� �� ��� ��� ��� � ������� ��� ��������� �� ����
����� �������������� � ��������� ���� �������� ��������� �� ����� � ���� �� ����������
�� ����� ��� ������� �������� �� ����� ��	��������� ������� ��� ��������� �� ������� � ��
���������� ��� � ���	���� ������� �� � ������� �� �������� ������ � ������������ ������
���� ������ ���� ������� ����� ����� ��� �� ���������� ��� ������� �� ������ ���������
�� ���������� ������������ �� ��������� �� ������ ��� ������� ������������ ���������
������� ���	���� �� �� ��������� �� �� ���������� ����� ��� ��� �� ���������� � ������ ��
������ �������� ������ ��� ������� � ��� ������� ��� �� ���������� �������������
��� ������ �� �� ���������� ����������� �� ��� �� ���������� �� �������� �� ��
����� ������ ��������� ������� �� ����� �� �� �������� � �� ������ ��������� � ���� ���
�� ��� �� ����� �� ����� ��������

��� ����� ������� ��� ����� ��������� ��������� ���������� ����� �� ���������
�� ������ ��� �������� ���������� ��� ��� ��������� ����������� � ��� ������ �� ��� ������
�������� ������������� ���� ����� ���� ������ ��� ���������� ������ ��� ���������
��������� ���� ������� �� ������ ����� ������ �� ���������� ��� ��� ��� ���
������� ���� ������ ������ ������� ��� ��� �������� ���� ��� ��������� ���������
���� ���������� ��� ������� �� ���� ��� �� ���� ��� �������������� ����� ����� �� �� ������
����� � ���������� �� �������� ������ ����������
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��� �� ��� �� ���� ��� 	����� ��� ������� ������� �� ��������� ���������� ������� �
��� ������� ��� ����� ����� ������ ��������� �� ���� ��� � ����� �� ��������� ���
��	���� � �������� �� ����� � �� ���������� �������� ���� �������� �� �� ��� ���	���� ����
�� �� ������ �� ����� � ���������� �� ������� ���������� ���� ����� ����� ��������
� ������� ��� ��� �� ���� ������������ �������� ��� � �������� �� ���������� �������
����� � ������������

����� �� ����������� �����������

���������� �� ��� ������ ����������� �� �� ����� ���������� � �� ����� �����
������� 𝐹 ��� ���������� �� � ����� ��� �� �������� ��� �� ����� �������� ���⃗� ‖ 𝐹 ��

F

Δr =Δx

� ���������� 	������������ �� ������������� ��� ������ ��������� �� ������ �� �������
��⃗� � �𝑥 �� �� ����� 𝐹 � 𝐹 �� �𝑥 ��� ��� ��������� ��������� �� ��������� ���� �������
����� �� ����� �������

���� �� ����� �������� ��� ��������� �� ������� ���� ����� ��� �� ���������
����� �� ������� ���� �� ����� �� �� ������������ �� ��� �������� �

𝑊 � 𝐹 ·�𝑥.

��� �� ������� ��� �

� ������� �� 𝐹 �� �𝑥 �� �� ����� �������� � ��� · ��� � �−� · �−� � � �

� ������� �� 𝐹 �� �𝑥 ��� �������� � ��� · �−� � �−� · ��� � −�
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������� �� ������ ����� �������� � ���������� ��� ���	���� ��� �� �������� ��
����������� �� �� ���������� ��� �� ����� ������� � ��� ���� ��������� ��� �� ����������
��� �������

F

Δr =Δx

F

F

α

��� �� ���� � ��������� ��� �������� �� ��������� �� �� ����� ���������� �� �����������
𝐹‖ ���������� ����� ��� ������������ ���� �������� �� ������� � ����	����� �� �����

𝐹 �� ��� �� �� �������� �� ��������� �� ����� �� ��� ������ �� �� �������� �� ��
������� �� ���������� �����������

� ������� ���� ����� ��� �� ��������� ��� �� ������� �� �� ��������� ��
�� ����� ���������� �� �� �������� �� ����������� 𝐹‖ ��� �� ������� ���������
��� �� ��������� �𝑥 �

𝑊 � 𝐹‖ ·�𝑥. ����

���� ����� �� ��� �� ����������� ����� ������� �� ����� ��� �𝑥 � ||��⃗�|| > � ��
������� 𝛼 ������ ��� 𝐹 ����� ���� ��⃗�. �� ����� ������� 𝐹‖ > � ������ ≤ �� ��������
�� 𝛼 < ��∘ ������ ≥ ��∘�� � ��������

𝐹‖ � ||𝐹 || · ���𝛼,

���������� ���� ������ �

𝑊 � ||𝐹 || · ||��⃗�|| · ���𝛼. ����

���� ���� ��� ����� ��� ���������� ������� ��� ��� ������ �������� �
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∙ ������ � ≤ 𝛼 < ��∘ ����� 𝐹‖ > � ��
���𝛼 > � � �� ������� ��� ������� �� � �����
����� �� ������� ������� ���� ������ ��� ��
����� ���� ������������ �� ������������
� ������������ ������� 𝛼 � � �� ������� �� ��
����� ��� ������� �� ������� �
𝑊 � ||𝐹 || · ||��⃗�|| � 𝐹 · �𝑥 > �� �� ���
��������� �� �� �������� ��������������
������������

∙ ������ ��∘ < 𝛼 ≤ 	��∘ ����� 𝐹‖ < �
�� ���𝛼 < �� ��� �� ��� �� ����� ����
� ��������� �� ����������� �� �� �������
��� ������� � �� ������ �� ������� ����������
� ����������� �� 𝛼 � 	��∘� �� ������� ���
������� �� ���������� �������� �𝑊 � −||𝐹 ||·
||��⃗�|| � 𝐹 · �𝑥 < �� ��� ���� �� ������
�� �������� ��������������� ����� �� ���
�� �� ����� �� ����������

∙ ���� �� ��� ������ 𝛼 � ��∘ ��� ���� ���
𝐹‖ � � �� ���𝛼 � �� ��� 𝑊 � �� � ���
���� �� ���	����� �� �� ����� ��� �� ��������
�� ����������� ��� ����� ��� �� �� ����� ��
��� �� ��������� ��� �� �������� ��
�������� ���� � ��������� ���� �����
�� �� ����� �� �������� � ���� ������ ��� ��
����� ����� � ������������� � � �������
��� �� ������������

∙ ������� ��� ���� ��� �� ������� �� �� ����� �������������� ��� ���� ��� �� ��� ����
�� �� �������� �� ���������� ������ �� �� ����� � ��������� �� ������ ������������
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������������ �� ������� ���� �����

� ������� ���� ����� ������ ����������� �� ����������� �� �� �� ������ �� ������ ���
���� ������� ��������� ��� ��������� �

� ��� � ����������� ��⃗� ����� �� ������� �� �� ����� ���������� �� ��������� ������
��� ����� �� �� ����� ��� ������� �� ������ �� ��� ������ �

𝐹𝑟𝑒𝑠 � 𝐹	 � 𝐹
 � 𝐹� ⇒ 𝑊 �𝐹𝑟𝑒𝑠� � 𝑊 �𝐹	� �𝑊 �𝐹
� �𝑊 �𝐹��.

� � ������ �� ������� ���� ����� ���� ��� �������� � ��������� �� ���� � ����
��� ��� ������� �� �� ����� �� ��� ����������� ���������� ���� ������ �������� ��
����� �� ���	�������� � ������������ � ���� �������� �� ���	������� � ���������
��� ���� � �� � ���� � � � ����� 𝑛 ������������� ���� �� ������������
���������� ����������� ���⃗�𝐴𝐵 � 𝑑�⃗�	 � 𝑑�⃗�
 � ...� 𝑑�⃗�𝑛� �

𝑊𝐴𝐵�𝐹 � � 𝑊𝑑�⃗�	�𝐹 � �𝑊𝑑�⃗�	�𝐹 � � ....�𝑊𝑑�⃗�𝑛�𝐹 �

� � ������� ���� ����� 𝐹 ��� � ���	�� � ��������� �� ���� � �� ���� � �
������ ��� �� ���� � ��� ����� �� ������� �� �� ����� �� � �� � ���� �� ������� �� ��
����� �� � �� � �

𝑊𝐴𝐶�𝐹 � � 𝑊𝐴𝐵�𝐹 � �𝑊𝐵𝐶�𝐹 �.
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 � ������� ����� � ������� ��������

���� ������ ������� ���������� ���� �� ���� �������� �
� ���� �� ����� 𝑊 � �||𝐹 || · ���𝛼� · ||��⃗�|| �
� �� 𝑊 � ||𝐹 || · �||��⃗�|| ���𝛼�.

���� �������� ����� ��� �������� �� �������� �� ������� �� ���� ���������� �������� �

� � ���������� �� ���� �� ����������� ��� �� ��������� �� �� ����� ��� ��� ��� ��
�������� ���� �� ��������� �������� ��������� �� �� ����� �� ������ �� �� ����� �������� �

� �� � ���������� �� ���� �� �� ����� ��� �� ��������� �� ����������� ��� �� ������
��� �� �� ����� ���� �� ������ �������� ��������� �� �� ����� �� ������ �� �� ����� ���������

���� ����� ��� ��� ���� ��������� ���� �� ����� ��������� ���� ��� ������������ �����
������������ �� �������������� �� �� ��������������� ��������� ��� ���� �������� ���
�� ������� ��� �� �������� �������� ��� ��� ��� ������� ���������� ��� ��
�������� ��� ����� �� �� ������������ ����� ��� ��������� � ����� �����������
�������� �� ���������� ��� ����� �� ���� �������� �� �� ������ �� ������ ��� ��� ��������
��������� �� �� �������� �� ������� �������� ���� ��� ���� ��������� ������ ���
������� �� ���������� ������������ � ������ ����

𝑊 � 𝐹 ∙��⃗� � ||𝐹 || · ||��⃗�|| · ���𝛼 ���

∙ ������� �� ���� �� ������ ������������� �� ��� �������� ��� �������� ����� ��
����������� ��������� ��� ��������� �
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,

� ������� �������� ���� �� �������� ���� ����� �������� �� �� ������� ������� �

𝑊 � 𝐹𝑥 ·�𝑥� 𝐹𝑦 ·�𝑦.

������ ���� ��� ���� ��� ���� ����� �������� ��� �� ����� ��������� ��� ����������
���� ���������� � ������� �� �������� �� ���������� �� ��� �������� �� �������� ������ ��������� ����� ��
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���������� �� ������� ��� �� ������� ���������

�� ����� ��� �� �������� �
 ��� �� ����� ���� �� ��� ��������� �� ����� · ������� �
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�� � ����� ��� ����� � ��������� �

�𝐸 � 𝑊 �	�

� ����� ��� ���� ������� ��������� ���� ������� ����� ������� ������������

� ����� �� �������� ��������� ������ �� �� ������ �� ������� ���������� �� �� �������
�� �� ����� ��� ������� � � � ��� ��������� �� ����� ��� ����� �� ����� ���� ��������
�� ����� ��� ������� �� ������� ����� ��� �� �� ������� �� �� ����� ��� ������� � � �� �����
��������� �� ����� ��� ����� �� ����� �� � ��� ��������� ���� �� �������� ��� �������
�� ������

∙ ������� �� �������� �� ������� ������ ��� ������ ��������� ��� �� ������� ��� ��
�������� ��� �� ����� � ��� ��� ���� ������� ������� �� �� ������� ��� �������� �������
�� ��� �� ���� �������� ��������� ��������� �� ������� �� ������ ����� �

��



��������� �������� �

��� ��������

�������� �������� ��� ����� ��� ���������� �� ����� ��� ���� ��������� � �������� �
����� �������� �� ������� ��� ������ ���� �������� � ����� �� �� ������� ������ ���
����� ��������� ���� �� ������ �� �� ����� � �������� �� ������� ��� ����� �� �����
��� ������� ���� ���������� ���� ��������� �� �������� ��� �������� ����� ��
������� ��� �� �������� ���������� ����� ������� �� ������

∙ � �������� ����� ������ ��� � �������� ��� �� ������� ����� ������� ���
�� ������ �� �� ������� �

𝑃𝑚 �
𝑊

�𝑡
�

�𝐸

�𝑡
. �
�

∙ � �������� ��������� �� ����� 𝑡 ��� ����� ��� �� �������� �����
��������� ��� �� ������ ����� ������ ���� ��� �� ������ � ����� ��� �

𝑃𝑖𝑛𝑠𝑡 �
𝑑𝐸

𝑑𝑡
. ���

����� �� ������� �� �� ������ �� �������� ��� �� ������� ���������

���� ������ ����� �������� �� �������� ��������� � ������ �� �� ����� ��� ����
��� �� ����� �� �� �� ������� ���������� ������ �� �� �������� �� ������� ����� ���
���������� ���� ���� �� ������ ������������� ��� ��� ���������� ��� ���������� ��� �

𝑃𝑖𝑛𝑠𝑡 �
||𝐹 || · ||𝑑�⃗�|| ���𝛼

𝑑𝑡

� ||𝐹 || · ||𝑑�⃗�||
𝑑𝑡

· ���𝛼

� ||𝐹 || · ||�⃗�𝑖𝑛𝑠𝑡|| · ���𝛼. ���

�� 𝐹 ‖ 𝑑�⃗� ���� ������ ���������

𝑃𝑖𝑛𝑠𝑡 � 𝐹 · 𝑣𝑖𝑛𝑠𝑡. ��

��
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�� ����� �� �� ������� ��� �������� ���������� ��� ���� ���������� ���������

𝑃 � 𝐹 · 𝑣. ���

��� �� �
� ������� �� �������� ��� �� �
�
� ������� ���� �� ��� �� ������� ��� ��
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� ��� �������� ���������� ���� ������ �� �� �������� �� �������� ����� ��� ����������
�
�� ��� ������ ��������� �������� �� ������� ���� ����� �� ������ ���� �������� �

𝑊 � 𝑃 ·�𝑡. ���

� �������� ����� �� ��� ����� �� �������� ��������� ��� ���������� �� � ����
�������� �� ������� ��� �������� ��������� ������������ ��� � ������ ������ �� ���� ��
���������� ����� �������� ��� �� ����� �����������

���� ����� ����� �� ������� ��� �� �������� ���������� ��� ������ �������� ����
�� ����� �� �������� ����������� ��� ����� ���� ������ � �� 
������������ ��

��� � 
������������ ��������� �� ������� �������� ��� � �������� ��� ������ ��
�������� �� ����� ���� ����� �� ����� �

	
�� � 	��� · 	� � 	��� · ����� � �, � · 	��� · � � �, � · 	�� �

� ����� �� 	���� ����� ����������� ������ �� 
������������ ��� �� ����� �������� ���������
���� ��� ����������� �����������

∙ ������� ��� ���� ������� ������� � ���������� �� 
���� ��� ����� ������� �����
�� ������ � ���� �� ������� � � �� � 
���

∙ ������� �� ���� �� ������ ������������� �� ���� �������� �� ������ �� 
� ��� 	��
� 
� � ���� �� ������� �������� � ��������� �� ���������� ������ ��� �� ��������
������������ ��� �� ������ �� �� ���� �

��



��������� �������� �

��� �������

���� �������� �� ���������� ������ ���������� �� ������ �� ��������� �������� ����
��������� �� ������� ����� ����� ��� ������ ��� �� ������ ���� �� ������� ���������
����� ����� ������ �� ��������� ��� �������� �� ������� 
� ��� ��� ����� �� �������� �����
�������� � ��������� �� ������� ��� ����������� ����� �� ������� ���� ��
�������� ���������� ��� �� ����� �� �� �������� ������ �� ������ ���� ������
���������� � ������� ��� �� ������� ��� ��������� ����� 𝜂�

𝜂 �
𝑃𝑢𝑡𝑖𝑙𝑒

𝑃𝑓𝑜𝑢𝑟𝑛𝑖𝑒

. ���

���� �� ������ �� ����� ������ � ��������� ��� �𝑡� �� ������� ���� ����� �����
�������� �� ������ �� �� �������� ��� �������� ��� �� �������� ����� ����� ������ �

𝜂 �
�𝐸𝑢𝑡𝑖𝑙𝑒/�𝑡

�𝐸𝑓𝑜𝑢𝑟𝑛𝑖𝑒/�𝑡
�

�𝐸𝑢𝑡𝑖𝑙𝑒

�𝐸𝑓𝑜𝑢𝑟𝑛𝑖𝑒

�
𝑊𝑢𝑡𝑖𝑙𝑒

𝑊𝑓𝑜𝑢𝑟𝑛𝑖

. ���

���� �������� ��� �� ������� ��� �� �������� ���	���� �������� ��� ����� ���������
����� ��� ���	���� ���� ������ ��� ����� ������� �� ������� ��� ���	���� ���������� ����
����� ��� 	 ��� 	����� ���� 𝜂 �� ��������� �� �������� ���� �� ���������� ��� ������ �� ��
�������� ��������� ������ ��� ������� ��� �� ��������� ���������� ��� ��� ����������� ������
�� ���������� �� �������� ���� � ���� 	����� ����� ������ �� � ��� ��� ����������� �����
�������� �� ������� ��� ���	���� �������� �� �������� �� ����������� ����������

�	



��������� �������� �

���� ��������� ��� ��� �� ��� ���� ������ �� 𝑛 ����������� ����� ���� �� �����
��������� �� ��� �� ������� � 𝜂	, 𝜂
, ... 𝜂𝑛� �� ������� ����� �� �������� ��� ��
������� ���������� 	������� �� ������ �� 𝑛���� ���������� ��� �� ������� ��� �������� �

𝜂𝑡𝑜𝑡 � 𝜂	 · 𝜂
 · ... · 𝜂𝑛.

� ���� 𝑃𝑢𝑡𝑖𝑙𝑒 𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙𝑒 � 𝑃𝑢𝑡𝑖𝑙𝑒 𝑛 �� �� ������ �� 𝑛���� ��������� �� 𝑃𝑓𝑜𝑢𝑟𝑛𝑖𝑒 𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙𝑒 � 𝑃𝑓𝑜𝑢𝑟𝑛𝑖𝑒 	

�� ������ �� �� ������� �� ���� ���� ������ �������� �� �������� ������ ��������� ��
�� �������� ����� �� �������� ���������� � 𝑃𝑓𝑜𝑢𝑟𝑛𝑖𝑒 𝑛 � 𝑃𝑢𝑡𝑖𝑙𝑒 𝑛−	� ��� ������� ���� �����
�����������

𝜂	 · 𝜂
 · 𝜂� �
𝑃𝑢𝑡𝑖𝑙𝑒 	

𝑃𝑓𝑜𝑢𝑟𝑛𝑖𝑒 	

· 𝑃𝑢𝑡𝑖𝑙𝑒 


𝑃𝑓𝑜𝑢𝑟𝑛𝑖𝑒 


· 𝑃𝑢𝑡𝑖𝑙𝑒 �

𝑃𝑓𝑜𝑢𝑟𝑛𝑖𝑒 �

�
𝑃𝑢𝑡𝑖𝑙𝑒 	

𝑃𝑓𝑜𝑢𝑟𝑛𝑖𝑒 	

· 𝑃𝑢𝑡𝑖𝑙𝑒 


𝑃𝑢𝑡𝑖𝑙𝑒 	

· 𝑃𝑢𝑡𝑖𝑙𝑒 �

𝑃𝑢𝑡𝑖𝑙𝑒 


�
𝑃𝑢𝑡𝑖𝑙𝑒 �

𝑃𝑓𝑜𝑢𝑟𝑛𝑖𝑒 	

� 𝜂𝑡𝑜𝑡

����

∙ ������� �� ���� �� ������ ������������� �� ������ �� ��� ��� 
	� �� ����� �
������ �� ��� �� ����� ��� ������ ��� �� ����� · �−	. ������ ��� �� �������� �����
�� ��� ������ � ������ ��� �� �������� ����� �� �� ������� ���������������� �� ��� ��
�� ������� ��� �� ��� �

∙ ������� �� ���� �� ������ ������������� ���� ������� �� ������ �� ���������� ��� ��
������� ����� �� ����� ���� �� �������� �� 
, �
�. �������� ��������� ���������
��� �� ���������� �� ����� ��������� ���� ������� ����� �� �� ������� �� �� ���������� ���
𝜂 � ���.

∙ ������� �� ���� �� ������ �������������

�� ��� �� ������� ����������� ��������� �� �������� ����������� �������� ��� �� ��� ��
�� ������� ��� 𝜂𝑜𝑟𝑑 � , ��. ���� �� ������ �� ���������� �� �, � ������ �

� �������� ��������� ����������� ��������� �
� �������� ��������� ����������� � �������� �������� ������ �� ��������� ����������� �
������� �������� ������� �

�� �� ��������� �������� ��� ���������� ��� �� ������� ���������� ��� �� �������
���  ���� ����������� ���� 𝜂𝑒𝑐𝑜 � 
��

� �������� �� �������� ����������� �� ��������� ���������� �� �� �������� ��������
��� �������� �� ��������� ���������

�




��������� �������� �

� ������ ���������

� ����� �������� �� ��������� ���� �� � �� ��������� ����������� � ��������
� ���� ��������� ��� ����� ������ �������� ���� ��������� �� ��� ����� ��������������
��� ���	���� �� �������� ��������� �� �� ������ ��� ����� ��� �� �������� �� �������
������� ���� �������

���� ������ ����� ���� � ����� �� ��������� ������ ���������� ��� ������ ����� ���������
�� ��������� ����� �� ������ ��� ����� ������ ��� ����� �������� ��������� ��� ���� �����
���������� ��� � ����� ������� ��� �� �������� ������ �� �� ������� ����� �� ��������

�������� ��������� ��� ����� ������� ��� ����� ��� �� ����� �� �

� ��������� ����� �� �� �������� �������� ������� ����������

� ��������� ����� �� �� �������� �������� ������� �����������

��	 �������� ���������

� ������ �� ��������� ��������� ���� ��������� ���� ������� �⃗� ��� �����
��� �� ������� ���������� ���� ����������� �� ��������� ������ � ����� �� �����
	������� �� ������� �⃗�� �� ������� ������������ �� ������ �� ����� ������� ��������� ���
����� �� ������� ��������� ����� ��� �� ��������� ������� �������� ����� �� �� ������� �⃗� ��
� ����� �� ������

��� �������� ���� ������ � ����� ����� ����
��� �� ������� ������� �⃗� �� �� ����� �� ����
����� �� ����� ��� �� ������� ������ �� ����� ��
������ �� ������� ����� ��� ��������� � ����� �����
��� ��� �� ���� ������ � ������� ������� ���������
�� �������� ��� �� �������� �� �� ������� � ������
��� �� ���������� ���� �� ������ �� ���� � ������
������ �� ����� �� �������� ��� �� �������� ���
��� �� �������� �������� �� �������� �� ����
����� � ������� �� �� ����� ������� ��� �� �������
��� �������� �� ��� ��������� �� �� �������������� ��
��������

���� ����� ������� �������� �� ������� �� ��������� ��������� ��� ����� �� ����������
�� �� ������� �⃗�.

��



��������� �������� �

���� ����� ��� ��������� � �������� �� ������� ���������� ���� ����������� � �����
���� ������� ������� �⃗�� �� ������� 𝑡� �� �� ������� ���� �⃗� > �⃗�� �� ������� 𝑡�

���������� �� ��� ������� �� �� �������� ��� �� ����� ���������� ������� 𝐹𝑟𝑒𝑠 ����
��� � ���� �� ����� 𝑚� ��� �� ����� �������� ��� ��� �������� ������� �� ����� ����
������ ���� ���������� ��� ������� �� �������� �� ������� ��� ��������� ������������ 𝐹𝑟𝑒𝑠� 𝑣�
�� 𝑣, ��������� �� ��������� ���� �� ��� ��� ������� �� ����� 𝑥.

�� ����� ����� ��� ���� �� � ����� ���� �� ������������� 𝑎 �������� ��� ��� ����� ��
�� �������� �� ������� ��� ����������� �� ����� �𝑡 � 𝑡− 𝑡� ���

𝑎 ·�𝑡 � 𝑣 − 𝑣� ⇒ �𝑡 �
𝑣 − 𝑣�

𝑎
. ��	�

������� ����� � �������� ���������� �
�� �� ���������� ���� �� ����������� ���� ������
���� � ���� ��� ���� ���

�𝑥 � 𝑣� �𝑡�
	



𝑎 �𝑡
. ��
�

�� ��� ���������� ��� ����� �������� ��
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���� ���� ������� ���������� ���� � �������� �� ����� ���������� ������� �� �
����� �������� � ���� ������ ������� �� ����������� ���� ���� ���������

���� �� ������� ������� ����� �� ������� ���� ����������� � ����� 	������� �� ������� �⃗�
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. �� �� ����� �������� �� ������� ���������� ���� �������� � ����� ��
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𝑚𝑣
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���� ����� �������� ���� ��������� ���������� ��� ������ ������� ���������� ���� �����

𝐸𝑘 − 𝐸𝑘� � 𝑊𝑟𝑒𝑠, ���
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� ���������� �� ��������� ��������� ���� ��� �� ��� ������� �� ���������� �� ��
��������� ���������� ���� ������� ����� ��������� ��� ���� ��������� ����� �� ����
���� �� ��������� ���������� ���� ��� ���� ������� �� ������� ���� ��� ���� �������� �
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�������� �� ��������� ��� �� ������ ��������� �� ���������� �� ��������� ���������
��� ����� ������� ��� ������ ������� �� ������� �� � ����� ����� �� ���
����� ������ ��� ��� ��������� ���� ���������� �� ������� ���� ��� �� �����
���������� �� ������� ����������

�� ���� �� ���������� �� ��������� ��������� ��� �� ���� �� ������� ���� �� ��������������
�� ����� �������� � ��������� � ����� ����� �� �� �������� �� ��������� ��������� ����
�������� �� ������� �� �� ����� ����������� ��� ������ �������� ����������� �� ������� ����
��� ������ ����� ������� ��� �� ���������� ������ ��� �� ���������� �� �� ��������
�� ��������� ��������� ���������� �������� �� ����� ���� �� �������� �� �� ������ �� ��
������� �� �� ����� ���������� ��������� �� �� ����� ��� ������� �� ������
������ ���� ���������� ��� ���� ����� ����� �������

𝐸𝑘 − 𝐸𝑘� � ����� �� ���� ��� ������� ��� ������ ��������� ��� �� ���������. ����

��

𝐸𝑘 − 𝐸𝑘� � 𝑊	 �𝑊
 � ...�𝑊𝑛 ���� 𝑛 ∈ N. ����

���� �������� ������� �� ���������� �� ��������� ����� ���������� �� ���� �� ������� ��
������ ������

∙ ������� �	 ���� �� ������ ������������� ���������� �� ������� ��� �� �������� ����
� ����

	� �������� �� ������� ������ ��� ������ ��������� ��� �� ������� ���� ��� �� �����
�����������
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�� ���� ������ ����� �������� ���� ��� ���� �� ����������� ������� �� ���� �� �������
�������� ��������� ������� �� ����

�� ��� ���� �� ��������� ��������� �� �� ����� ������� �� ��� ������ �� ������ �
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∙ ������� �
� �������� ��� ������� �
 �� ��������� ��������� ��� ��� �� ������

∙ ������� �� ���� �� ������ ������������� � ����� ����� ������ �� ������ ���� ��
������ ���������� ��� �� ������ ������ � ��� ������� ����� ������ ��� �� ����� ���
�������� ������ ����� ���������� �� �� ������� ��������� �� �� �����

	� ����������� �� �������� �� ����������� ����� �� �� ���������� ����� �� �
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��
 � ����� �� �������� � � ������� �� ����� �����������

���� �������� �� ������� ���� �������� ��� �� ����� �������������� ��������
����� �� �����𝑚 ���������� �� �� ������� ���������� ���� ����� ��� ������� ℎ �� �������
��� ������� �� � ���� �� ���������� ��� ���� ��� �������� �� �������� ��� �� �������
�� �� ������� ��������� ��� ������ ��� ������� �� ���� �� �� ������ �� ����� ������� ���
������ ���������� ��������������� �� �� �������� ������� � �������� �𝑔 � �, ��/ �
��
�������� �� ����

������� ������� �� ��� ������ ��� �� �����
�� �������� ������������ ���� �� ���
��� ���� � �� � ���� ��� �� �����
������ ��� �� ����� �������� ���� �������
�� ����� ������� ��� �� ���� �� �����
�� �� �������� 𝐹𝑔 ��� ���������� ��
����������� �� � �� ����� ���� ���
���� ��������� � ������� ������� ��� ��
����� �

𝑊𝑔 𝐴→𝐵 � |𝐹𝑔| · |�ℎ| · �����∘�
� 𝑚𝑔 �ℎ𝐴 − ℎ𝐵�. ����
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�� �� ����������� ��� ���� �� ����� �� ���� � �� ���� � �� �� ����� ���������
���� ������� �������� ���� � ������� � ������ �� ������� �� �� ����� �� �������� ���
�������� ��� 𝐹𝑔 ��� ������� �� ����������� �

𝑊𝑔 𝐵→𝐴 � |𝐹𝑔| · |�ℎ| · ����	��∘� � −𝑚𝑔 �ℎ𝐴 − ℎ𝐵� � −𝑊𝑔 𝐴→𝐵. ����
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������� ����� �� �� ���� � ��� ���� ��� ��� ��
���� �� ���� ��� ��� �� ��������� ������ ���
�� �� �� ����� �� �������� ������� ������
������� ������ �� ��� �� ����� ����������
���� ������������� ������ �� ��� ��
����� ������� �� ����� ���������� � ����
�� ������� �� � � � ���� �� ����������� ����
����� �

𝑊𝑔 𝐴→𝐵 � |𝐹𝑔| · |�ℎ| · �����∘�
�|𝐹𝑔| · |�𝑥| · ������∘�

� 𝑚𝑔 �ℎ𝐴 − ℎ𝐵� � �

� 𝑚𝑔 �ℎ𝐴 − ℎ𝐵�.
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� ����� ���� ���� ����������� ���������� �� ������� ���� ��� �� ����� �� ��
�������� ��� �� ��� 𝐹𝑔 ��� �������������� �� �𝑥� �� �� ������� �������� ��� ���
���� ����� ��� ���������� ���� ���� ������ ��� ���������� �� ������� �������� ��� ��
����� �� �������� ��� �� ����� ����� �� ����� ��� ��� �� �������� ��� �� �����������
��� ��������� � ����� ���� ����� ���	������� �� ��������� �� � �� �� ��� ������� �����
����������� �� �� ���	������� 	 ��� �� ����� ���������� � ������ ���������� �� ������� ��
�� ����� �� �� �������� ������� ��� ���	��� ���������� ��� ����� ����� ��� ��� ������
������ ��������� ��� ���	��� ��������� ����������� �� ���� �� ����� ��������� ���
���������� �����
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���� ������ � ������� ��� ���	��� � ���
������� ���� ��� ������� ������������ �� ���
�������� �� �� ���	������� ������ � ����
������ ��� �� ��������� �� ����������� ����
���� ����� �� � �� � � �� ������� ���� ���
�� ����� �� �������� ��� ���	���� ���� ���
�� ������� �����

𝑊𝑔 𝐴→𝐵 � 𝑚𝑔 �ℎ𝐴−ℎ𝐵� � −𝑚𝑔 �ℎ𝐵 −ℎ𝐴�.

���� ��� ����� �� ���� ��� �������� ���� ���
���	�������� 	� 
 �� � ��������� ��� �� �����
��������� �� �� ����� �������� �� ������� ��
�� ����� �� �� �������� ���� ���� ����� ��
������ �� � �� �� ��� �� ����� ��������� ���
���������� ����� ������� �

𝑊𝑔 𝐵→𝐴 � −𝑚𝑔 �ℎ𝐴 − ℎ𝐵�.

� ��������� ��� ������ ������ ��� ���� ����� ���	������� �� ������ ��� ����
�� �� ������� ℎ𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙𝑒 	������� � ���� �� �� ������� ℎ𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙𝑒� �� ������� ���� ��� ��
����� �� �� �������� ��� ��������� �� ����� ��������� �� ����

𝑊𝑔 � −𝑚𝑔 �ℎ𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙𝑒 − ℎ𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙𝑒�. ����

� �������� ���� 𝐹𝑔 ��� �� ����� ������������ ���� �� �������� ��������

�� ����� ��� ����������� ���� �� ������� ��� �

����� ��� ��������� �� �� ������

���� ������ �������� ��� �������� ������� �� �����
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� ������������ �� ��� �������� ������� ��
���� ��������� �� �� ���	������� ��� ��
������ �������� ���������� ���� ���

𝑊𝑔 𝐴→𝐴 � 𝑚𝑔 �ℎ𝐴 − ℎ𝐴� � �.

���� ������ ����� ���� � ����� �� �� ����
����� ������ �� ���� ������� �� � �� �
������ 	 �� �� ����� ��������� ���� �� �
�� � ������ 
 �� �� ����� ������ �

𝑊𝑔 𝐴→𝐴 � 𝑊𝑔 𝐴→𝐵 �𝑊𝑔 𝐵→𝐴

� 𝑊𝑔 𝐴→𝐵 −𝑊𝑔 𝐴→𝐵 � �.
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������� �� ����� �������� ����� �������� ����������� �� �� ������������

�� ����� ��� ����������� �� �� ������� ��� ����� ������ ������� ��� ���
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��� ������ ���������� ��������������

� ����������� �� �� ����� �� �������� ������� �� ����� ����������� ��� ������� ��� �
���	�� ���� ���� ����� � ������ ��� �� ��� ���� ������ ��� �������� ��� 𝑊𝑔 ����
����������� �� �� �������� ���� �������� �������� �������� �� ��� ���� ����� �
����� ������� ��� ��������� ���������� ���������������

�������� ���������� �������������� ��� ����� �� �� ������� ℎ ���

������� �� � ���� �� ���������� ������ ������������� ��� �� �������

���� ��� �� ����� �� �� �������� ������� �� ����� �� �������� 	������� ��

����� ��� ℎ � � �

𝐸𝑔�ℎ� � 𝑚𝑔 ℎ. ��	�

���� ����� ��������� ��� ������ ������� ���������� ���� �����

𝑊𝑔 � 𝐸𝑔 𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙𝑒 − 𝐸𝑔 𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙𝑒 � −�𝐸𝑔 ��
�

���� �������� ������ ���	������� ��� ���� ������ ���������� �� � ���� ��� ����������
�� �������� SS�

� ������������ �� �� �������� ��� �� ����� ����� ������� ��� �� ��������� �𝐹𝑟𝑒𝑠 � 𝐹𝑔� �

� ������� ℎ𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙 > ℎ𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙 ������ ����� ��� �� ����� �� ������� �� �� ����� �� �� ���
������ ��� �������� ��������� ���������� �� �� ��������� ������ ��𝐸𝑔 < �� �� ��
������� ��������� ������� ��𝐸𝑘 > �� �

� ������� ℎ𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙 < ℎ𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙 ��� ��������� ��������� �� ���� ����� ��� ������� ��� �� ���
���� ������ ������ � ������ �� ������� �� �� ����� �� �� �������� ��� �����������������������������
��������� ���������� ���������������������������������� ��𝐸𝑔 ..... ��� �� �� ������� ���������
��������������������������������� ��𝐸𝑘 ..... ���

SS� � ���� ���� ���� �� ���� ��� �� �������� � ���� �������� ��� �� ��������� ���� ����� �������� �� �� �
�� �� ����� �������� �� ������ � �𝐸𝑔 � 𝐸𝑔 𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙𝑒 − 𝐸𝑔 𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙𝑒�
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��� ��� ��������� ������������ ��� ���� �� ���

� �� ������� ���� ����� ��� � ��	�� ��� ���	���� ���������� �� � ��������
��������� �� �� ���� ����	��� ���� �� ���� �

� �� ����� �� ��������� ��������� �� ��������� ���������� ���� ���� ���
��������������� ���� ��������� ��������� ������� ��������� �
𝐸𝑚𝑒𝑐 � 𝐸𝑘 � 𝐸𝑔 �

� �� �� ��������� �� �������� ���� �� ������� �������� ���� �������� �� ���������
���������� ��� �� �������� ��� ������ �� ������� �� �� ����� ���������� ���
������ ��� ���� ��� ���� ��������� ����� �

�𝐸𝑘 � 𝑊𝑟𝑒𝑠 � ����

� �� �� ��������� ����� �� ����� ����������� ��� ����� �� �� ���������� ����� ����
�������� �� ������� ����������� ��� �� �������� ��� ����� ��� �� �������
�������� ��� ����� ������ ���� ���� �� ���� �������� ���� �� ����� �� �� ��������
��������� ��
��

𝑊𝑔 � −�𝐸𝑔 . ����

���������� �� ��� ��� ����� ��� �� �������� ��� ���� ������ � �� � ���� ��� � ���
��� �� ����� ����� ��� ��������� ��� ��� ��� �� ������ �����

𝑊𝑟𝑒𝑠 � 𝑊𝑔 ���

� �������� ��� ����� ������� ������ ����� ����� ��� � ���� ��� ��������������
�� ������������ ����� �� ��������� �� �� ����� ������� ���� ���� ���������
��� ����������� �� ������������� ��������� �� ����� �������������� �� ������������
����� �� ������� ���� ����� ��������� ��� �� ����� ����� �� ������� ��� �� �� � ��	����
���� ����� �� ���������� ���� ��� ��� �������� ��� ������ ��������� ��� ���������
���� �� ���� �� ���������� ���������� ��� �����

�𝐸𝑘 � −�𝐸𝑔

⇒ 𝐸𝑘𝐵 − 𝐸𝑘𝐴 � 𝐸𝑔𝐴 − 𝐸𝑔𝐵

⇒ 𝐸𝑔𝐵 � 𝐸𝑘𝐵 − 𝐸𝑔𝐴 − 𝐸𝑘𝐴 � �

�




��������� �������� �

⇒ 𝐸𝑚𝑒𝑐𝐵 − 𝐸𝑚𝑒𝑐𝐴 � �. ����

�� ���� ���� ����� �������

�𝐸𝑚𝑒𝑐 � � �� 𝐸𝑚𝑒𝑐𝐵 � 𝐸𝑚𝑒𝑐𝐴. ����

����� � �� � ��� ������������ ����� ��������� ��� ������� ���� ����� ����� �� ����� ���
�� ���	������� �� ������ �� ����� �� ��������� ����� ���� ���� ���� ���� ��������� ����������
���� �������� ����� �������������� ¶¶� ����� ���� ����� ����������� ***� �� �� ��� ���
���� �� �� �� ������� �� ���������� �� ��������� ����������

�� ��� ������ ������ ������� ��� �� ��������� ��� ������������� �����

�� ������� ��������� ��� ��������� �

𝐸𝑚𝑒𝑐 � ������ �� �𝐸𝑚𝑒𝑐 � �. ����

��� �� ��� ��� �� ����� ����� ��� ���� ��� �� ��������� ��� �� ������ ��������� ���������� ���
����� ��� ���������� ��	� �� ���������� ���� ��������

	



𝑚𝑣
 �𝑚𝑔ℎ � ������. ����

∙ ������� ��� ������ ��� �� ������� ���� ��� ����� � ����� ����� ���� ������� ℎ�
���� �� ������ �� ��� �� ��������� �� ��������� �� ������ �� �� ������� ������� ���

	� ���� �


� ���������� 𝑣� ��������� ���� �� ���� �

�� ���������� 𝑣� ��������� ���� �� ��� �

���� �� ��������� ���� ����� ���� ��������� ���������� 𝑣 � ...�

¶¶� 
� ������ �������� ������ ������������ ����� ����� ���������� �� ����� ������������ ��� ��� �������� �����������
������������� ������
***� � ����������� � �������� �� ��������� ����� ������ �������� ��� � ��� ��� �������������

��



��������� �������� �

�
∙ ������� �� ���� ���� �� ������ ����
��������� ���� �� ���� ���� �� �������
������� �� ���� 𝑣� � �, � �

�
�

� ��������� �� ���������� �� ����� �������
�� ������� ���� �� ������� ��������
ℎ𝑚𝑎𝑥 ������� ��� �� ������ � ������ ��
𝑣�� ���� ������� �� ��������� ��������� �� ��
�������� ���� ����� ������� ��� ����������

� �� ���������� �
�

∙ ������� �� ���� �� ������ �������������
� ����� �� ������ ������ ��� �� ����� ���
���� 𝑙 � 	, ���� � ����� ��� �������� ���� ���
����� ���� �� �� ������� �� ��� �� ����� �����
� ���� �� �∘ ���� �� ���������� ������� ��
������� �� ���� ��

��



��������� �������� �

��
 � ������� �� ���������� �� ���������

��� �� �������� ���������� ��� ���� �������� ���������� ������� ���� �����
����������� ��� �� ��������� ��� ����� �� ���������� ���� ��� � ������ �� ������
�� ������� ����������� ��� �� �������� ��� ������ �� ������� ��� �� ���������� ���� ����
�� ���� �������� � �������� �� ���������� �� ��������� ��������� ��� ������ �������� �� ��
�������� ��� ��������� ��������� �� �� ��������� ��� ��������� ��������� ����� �

�𝐸𝑚𝑒𝑐 � �.

�������� ��� ����� ��� ��������� ��������� ��� ����� � �������� ���� ���
��������� ��� �� ���������� ����� ��� ������� ��� ������ �� ��������� �� �� ��������
��������� ��� ����� � � ������ ������ � �������� ��� �� �������� ���� ���	����� �
����� �� ��������� ��� � ����������� ��� ���� ��� ���	���� �������� ��
�������� �� ��� ���� ������� ���	���� � ������� �������� ����� ��� ��
���	������� �������� � ����� ������� ��� ����� � ������� �� ����� � ������
������� ��� �� ����� ������� ���� ������� � ������� ��������


������ ���� ��� ������� �� ��� �� ���������� ����������� � ���� �� �� ����� ��
�� �������� ��� �� ����� ����� ������������� �������� ������ � ������������� �����
�� ��������� �� �� ����� ������� ������� ��� �� ���������� � ������� ����� �������� ���
���� ��� ��� �� ����� �� ������� ���� ��� �� ����� ����� ���� ��� ����� �� ��������� �� ��
�������� ��������� ����������� ���� ����� ���� ��� �� ��� ������ � ������������� 𝑊𝑓𝑟�
𝑊𝑚𝑜� 𝑊𝑎𝑢𝑡𝑟𝑒� ����� ��� ������ ������� �� ���������� �� ��������� ��������� ���� �����

�𝐸𝑘 � 𝑊𝑟𝑒𝑠 � 𝑊𝑔 �𝑊𝑓𝑟 �𝑊𝑚𝑜 �𝑊𝑎𝑢𝑡𝑟𝑒 ����

��
�𝐸𝑘 � −�𝐸𝑔 �𝑊𝑓𝑟 �𝑊𝑚𝑜 �𝑊𝑎𝑢𝑡𝑟𝑒 ��	�

⇒ �𝐸𝑘 ��𝐸𝑔 � 𝑊𝑓𝑟 �𝑊𝑚𝑜 �𝑊𝑎𝑢𝑡𝑟𝑒

⇒ �𝐸𝑚𝑒𝑐 � 𝑊𝑓𝑟 �𝑊𝑚𝑜 �𝑊𝑎𝑢𝑡𝑟𝑒 ��
�

���� ������ ���� ���

�� �������� �� ��������� ��������� ��� ����� ��� �� ����� ��� �������

��������� ��� ��� ������ � ������������

�𝐸𝑚𝑒𝑐 � 𝑊𝑓𝑟 �𝑊𝑚𝑜 �𝑊𝑎𝑢𝑡𝑟𝑒. ����

�



��������� �������� �

���������

�� ������ ��� ������ � ������������ ��� ����� ���� �� ���������� ���������� ����
������

�𝐸𝑚𝑒𝑐 � 𝑊𝑓𝑟 < � ����

�� ��� ������ ��� �� �������� �� ��������� ��������� ��� �������� �� ��� ��� ���������
��������� ���� �� �� ��������� ��� ���	���� ���� ������ ��� ����� �� �������� � �����
������� 𝐹𝑓𝑟 ��� ���	���� ���������� �� �������� �� ������������ ������� �� �������� ���
������� ��� �� ���	������� ���� � ���� ������ 𝐴 �� � ���� ��� 𝐵� ��� ������
�������

𝑊𝑓𝑟 � −||𝐹𝑓𝑟|| ·�𝑑,

��� �𝑑 ��� �� ������� ��������� ���� 𝐴 �� 𝐵� ��������� ���� ������ �����

𝐸𝑚𝑒𝑐 𝐵 � 𝐸𝑚𝑒𝑐 𝐴 − ||𝐹𝑓𝑟|| ·�𝑑, ���

��� � ���������� ��� ���������� 𝐸𝑚𝑒𝑐 𝐵 �� 𝐸𝑚𝑒𝑐 𝐴�

	



𝑚𝑣
𝐵 �𝑚𝑔ℎ𝐵 �

	



𝑚𝑣
𝐴 �𝑚𝑔ℎ𝐴 − ||𝐹𝑓𝑟|| �𝑑. ����

��� ������ ��������� ��������� �������� ��� �� ��� � ���������� � ����� �������
��� ������� �� ������ ������ ��� �� ������� �������� ��� ��� ��� ���������� �� �����
�� ���������� �������� ��������� ������������ �� �� �������� �� �������
� ����� ����������� � ������� ��������� ����������� �� �������� ������
�������� �� ���������� ��� ���������� ��� ��������� �� ������ �� �� �������
��� �������� ���� ���������� ����� ��� �� ������ ��� �� �������� ������� �� ����
��������� ��������� ������� ���������� 𝐸𝑡ℎ� �� �� �������� ��� �� ������ ��������
��� �� �� ������������ �� �������� ������� � ������� � �����

�� �� ����� ������� ��� ��������� �� ������� ���� ��� �� ����� ����������� ��� ��
��������� ��������� �� �� �������� �� ��������� ���������� �� ����� ���������� ���������
�� ������� ���� ��� �� ����� �� ��������� ��� � �������� ��������� �� �� �������� ��
��������� ��������� �� �������� ����������

���� �� ��� ����������
𝑊𝑓𝑟 � −�𝐸𝑡ℎ

��� ���������� ����� ��� ������

�𝐸𝑚𝑒𝑐 � −�𝐸𝑡ℎ ����

⇒ �𝐸𝑚𝑒𝑐 ��𝐸𝑡ℎ � �. ����

��



��������� �������� �

�� ��� ���� ���� ��� �� ����� �� ��������� ��������� ���� ��������� �� �������� �����
������� �� ����� �� ����� ����������� �� �� ��������� ������� ��� ���� � ������������
���������� ���� ��� ��� ��� �� ����� ��������� ��������� ��� ������ �� ��� �
������� ���������� �� ��� ���� ��� ��� ��������� ��������� � ���� ��� ����������
��������� ������ �� �������� � ����������� ����� ����������

� ������� �� ���������� �� ��������� � �������� �� �� ����� �� ��������� ��� �����
�� �������� � � ����� �� ����� ������ �� ������� �� ������� �� ������� ����������
�������������� ��� ������ �� �� ������ �������� ��������� ����� ������������

�������� ������ � ������ �� �� ������� �� ��� ����� ������� ������ �� �������� � ������
������� �� ����� ��� �� ������ � ������ ��� ����������� �� ���� �� ������� �����������
��� ��� �������� � ������� ��������� �� �� ������ �� �� �� ������ ������������ � ��������
��������������� ��� �������� ���� ������� ��� ��������� ���������� �������������� ����
���������� ����������� � ������� ��������� �� �������� �

����� �������

���������� �� ��� ���� � ���� �� ����� �� �� �� ����� �� ���������� ��� ���� �����
�� ����� ������� 𝐹𝑚𝑜� ������������� ��� ���� ���� ���	���� ��� �� ����� ��� ��� ��
����������� 𝑑�⃗� �� ������ ��������� ���� ������ �����

�𝐸𝑚𝑒𝑐 � 𝑊𝑓𝑟 �𝑊𝑚𝑜. ����

��� �� ��� �� �������� �� ��������� ��������� ���� ����� ��������� �������� �� �����
���� �� ���� �� ��������� ��������� ��� �� ������� �� ���������� ���� �� ��������
��� ��������� �� ����� ������ ��� �� ������� �� �� ����� �������� ��������� ��� �� ���

��



��������� �������� �

��� 𝐹𝑓𝑟 �� 𝐹𝑚𝑜 ��� �������� �� ���	���� ����������� �� ����������� ��� ��������� ���
������ �� ����� ������� ��� �� ����� ����� ��� ���� ��� 𝑊𝑓𝑟 � −||𝐹𝑓𝑟|| · �𝑑 < � ��
𝑊𝑚𝑜 � ||𝐹𝑚𝑜|| ·�𝑑 > �� ��� ���������� ���� ���� ����� ��������� ����� � ���� ������ 𝐴
�� � ���� ��� 𝐵�

𝐸𝑚𝑒𝑐 𝐵 � 𝐸𝑚𝑒𝑐 𝐴 − ||𝐹𝑓𝑟|| ·�𝑑� ||𝐹𝑚𝑜|| ·�𝑑, ����

��
	



𝑚𝑣
𝐵 �𝑚𝑔ℎ𝐵 �

	



𝑚𝑣
𝐴 �𝑚𝑔ℎ𝐴 �

(︁
||𝐹𝑚𝑜|| − ||𝐹𝑓𝑟||

)︁
·�𝑑. ��	�

�������� ��������� ���� ���� ���� ����� �� ���� ������ ��� ����� �������� ���� �����
������� ��� ������� ������� ||𝐹𝑓𝑟|| �� ||𝐹𝑚𝑜||�

���� ���� �� ��� ��� ������ ������� 𝑊𝑔 � −�𝐸𝑔 �� 𝑊𝑓𝑟 � −�𝐸𝑡ℎ� �� �� �����
�������� �� ������� ������� 𝑊𝑚𝑜 ��������� �� � �������� ��������� ���� �� ����� ���
������ � ��� ��������� ��������� �� ��������� �� ������ ���� �� ��������� ���������
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